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9dadi ardicillq
Natural ododlor coxlugunda toyin olunmus funksiyaya ododi ardicilliq deyilir.

Ardicilliglar {a, },{b, },{c,} vo s. kimi isaro olunur. a,,b,,c, vas. iso ardicilligin iimumi hoddi
vo ya N-ci hoddi adlanir.
3;5;7,9;11,...

Ardicilligr toskil edon odoadlors onun hadleri deyilir: a,;a,;...;a,. Hadlorinin say1 sonlu

olan ardicilliga sonlu ardicilliq deyilir. Hadlorinin say1 sonsuz olan ardicillifa sonsuz ardicilliq
deyilir. Ardicilligin hor bir hoddi 6ziindon qabagki hoddon bdyiikdiirse, ona artan ardicilliq,
kicikdirso, azalan ardicilliq deyilir. Artan vo azalan (azalmayan vo artmayan) ardicilliglara
monoton ardicilliglar deyilir.
Biitiin hadlori barabar olan ardicilliga sabit va ya stasionar ardicilliq deyilir.
No artan, na do azalan ardicilliga rogs edon ardicilliq deyilir.
4:2:4:2:4:2....
® Elo ardicilliglar var ki, hamin ardicilligin hadlori miisyyon bir adeddan boyiik ve ya kigik
olur. a, <M o6donilerss, {a,} ardicilligina yuxaridan mohdud ardicilliq deyilir.
-4;-8;-12;-16;-20;.... ardicillig1 yuxaridan -4 adadi ilo mohduddur, yoni a, <-4
® Elo ardicilliq var ki, a, >m o6donilir. Belo ardicillifia asagidan mahdud ardicillig
deyilir.
8;11;14;17;... ardicillig1 asagidan 8 odadi 1lo mohduddur.
® Hom asagidan, hom do yuxaridan mohdud ardicilliga mohdud ardicilliq deyilir, yoni
mohdud ardicilliq
m<a, <M
sortini 6dayir.
Masolon, a, =cosn funksiyas: yuxaridan 1, asagidan iso -1 adadi ilo mohduddur.

—-1<cosn<l1

@ Istonilon sabit ardicilliq mohduddur.
9dadi silsila.

Ikincidon baslayaraq her bir hoddi 6ziindon gabagk1 hadls eyni bir adadin comina barabor
olan ardicilliga adadi silsilo deyilir. (Silsilo s6zii progressio séziindon gétiiriiliib, monasi irsliyo
horokot demokdir).

2:5;8;11;14;... ardicillig1 adadi silsilodir.

a =2, a,=5a,;=8

Sonraki hadls 6ziindon qabagki haddin farqins silsile farqi deyilir va d ils isara olunur.



d=a,—a =a,—a, =8, —ay
d=a,—-a,,
Odadi silsilonin verilmasi ti¢lin onun 1-ci haddini vo forqini gostormok kifayotdir.
d > 0 olsa, adadi silsilayo artan silsilo deyilir.
d <0 olsa, adadi silsiloys azalan silsils deyilir.

d =0 olsa, silsilo sabit ardicilliq olur.

Ardicilligin adadi silsilo oldugunu gostormok {i¢iin onun avvalinds + isarasi qoyulur.

® Odadi silsilonin istonilon hoddi asagidaki kimi tapilir.
a, =a, +d(n-1)

a, - birinci hodd, a,=a +9d
d- silsils forqi, a,, =a, +4d
N —iso hadlerin sayidir, ne N a,=8,+2d vas.

Misal. a) a, =5 d =-3 olsa a,,, =a, +99d =5+99-(—3)=-292.
b) a; =50 d =2 olarsa, a, =?
ag =50
a, +7d =50
a, =50-7d =50-7-2=50-14=36

® Odadi silsilonin forqi

kimi tapilir.
Misal. a; =7 a,, =10 olarsa, d =?; a, =?

Holli

g-90-7_3_1
6 2

a,, =a,, +10d =10+10-%:10+5:15

Misal. a, —a, =48 olarsa, d =?
a,—a,=a, —(a,+8d)=a, —a, —8d = -8d =48
d=-6



9dadi silsilonin xassalori.

L Odadi silsilonin har bir haddi 6ziindon borabar moasafodaki hadlorin adadi ortasina

barabardir.
3:5:7:9:11:13;15;17;19;21:23:25

13:5+21 15:11+19 7:5+9
2 2 2
a +a a +a
a8 — 1 2 15 a3 — l—+2_ 5 an — an—k —;a‘m—k

®  Odadi silsilodo avvaldon vo sondan eyni masafods olan iki haddin comi ilk vo son hadlorin

comina barabardir.

17+11=3+25 21+7=3+25

® Ododi silsilodo indekslorinin comi borabor olan hadlorin comi barabordir, yoni
n+m=/+Kk olarsa,

a,+a, =a +a,
olar.

Misal. a, +a; =9 olarsa a, +a, =?

4+8=7+5=12

oldugu ii¢lin
a, +a;=a,+a; =9

Odadi silsilaonin ilk n haddinin comi.

L Odadi silsilonin ilk n haddinin comi

Vo ya

diisturu ila tapilir.

® Odadi silsilonin ilk n haddinin S, comi verilibso, onda onun hor hansi bir k ndmrali hoddi
a =S -S4
diisturu ilo tapilir.

Misal. 1-don 100-5 godor adadlorin comini tapin.



1+2+3+4+...+98+99+100
a,=1 d=1 a, =100

S, = (“2100)100 - %1-100 — 5050

Misal. a; +a, =12 olarsa, S;; =?
a; +a, =12
a +4d+a, +8d =12
2a, +12d =12

S, = 2a, +d2(13_1),13:%.13:%.13:6.13:78

Misal. ©dadi silsilonin ilk n haddinin comi S, = 2n® —3n - dir. d-ni tapin.
a,=5=21-31=2-3=-1
a,=S,-S,=(2.22-3.2)-(-1)=(8-6)+1=3
d=a,—a =3-(-1)=3+1=4

Misal. a; +a, =24 olarsa, a, =?

Hondosi silsila
Ikincidon baslayaraq hor bir hoddi &ziinden gabagki hodlo eyni bir adodin (sifirdan fargli)
hasilina barabar olan ardicilliga hondaesi silsilo deyilir.
3;6;12;24,48;96;...
a=3 (0=6:3=2
g-yo silsilo vurugu deyilir.
Hondoasi silsilonin verilmasi iiglin onun 1-ci haddini vo silsilo vurugunu gostormok
kifayatdir.

Hondosi silsilonin artan vo ya azalan olmasi @, - in isaresindon va ¢-don asilidir.

1

1;1;1; ;... azalandir | @, =1, q=—
2 4 2

@ |

3;6;12;24;..... artandir (a1 =3 Q= 2)
q < 0 olsa, handasi silsilo no artan, no do azalandir. Belos silsiloys rogs edon silsilo deyilir.

g =1 olduqda isa sabit ardicilliq alinir.

Ardicilligin handosi silsilo oldugunu gdstormok iiciin onun avvalinds = isarasi qoyulur.
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o Hondosi silsilonin istonilon haddinin diisturu agsagidaki kimidir:

a,=4a,-q i
o Hondosi silsilodo istonilon hadd 6ziindon eyni uzaqliqda olan hadlorin hondssi ortasina
borabordir
3;6;12;24,48;96;...
12=+6-24 =144 =12
bs = /b, - b b, = /b, by,
b15 = by, 'ble blO = \/b4 'ble
bn = bn—l 'bn+l bn = bn—k bn+k
o Hondosi silsilodo n+m=/+Kk sorti 6donilorss
b,-b,=b -b,
dogrudur

Masolon, 2+6=5+3 olarsa, b, -by =b; -b, olur. Demali, hondosi silsilode indekslorin comi
barabar olan hadlarin hasili borabordir.
® Hondosi silsilodo n>m dglin b, =b, -q"™ olur.

Mosalen, by, =b; -q**

L n>m oldugda (b, ) hondosi silsilonin vurugu iigiin
q= D,
by,
dogrudur.

o Hoandasi silsilada ilk n haddin hasilini
P =b -b,..b,

ilo isaro etsok,

diisturu dogrudur.
Misal . b, =+/2 olarsa, ilk 11 haddin hasilini tapin
Holli

P11 = (bl ‘bll)ll



yazmagq olar.
2
b, -b,, =bg
borabarliyino 9sason,

P, = V(bé)ll :\/be?:bél

yazmagq olar. Onda

Py = (V2] =42 =2 2 =2°V2 =322

L Hoandasi silsilanin ilk n haddinin comi
b,(q" -1) b,q—b
S =2\ 7 (g#1) voya S =" L (g=1
"=yt (@#1) voyas, — (a=2)

diisturu ilo tapilir.

o Sonsuz sayda haddi olan vo ortaq vurugu miitloq qiymotca, vahiddon kigik |q| <1 olan

handosi silsiloys sonsuz azalan silsilo deyilir. Belo silsilonin comi

S = b,
1-9
diisturu ilo tapilir.
® Hondosi silsilodo ilk n hoddin comi S, molum olsa, onda
a, = Sn - Sn—l

diisturu dogrudur.

Misal. 3—2v/2 vo 3+24/2 ododlori arasinda hanst miisbat adod galmolidir ki, handasi

silsila alinsin.

3-2v2 ; x; 3+2J2
x=yB-2v2)3+2v2)=9-4-2=19-8 =1

5-1; i X i ;... silsilosinin comini tapin.
5 25
-1
b,=5 qg=—/—=-0,2 |q|<1.
5
Onda
b, 5 5 4 1

“1-q 1-(-02) 12 6
Misal.b, =%/2 olarsa, hondosi silsilonin ilk 9 hoddinin hasilini tapin.

bl'bz 'bs'b4'b5'b6'b7 ‘bs 'bg :(bl'bg)'(bz 'ba)'(ba'b7)'(b4'b6)'b5 =



—bZ.b2-b2 b2 b, =b? = (2] =27 =8
Trigonometriya
“Trigonometriya” sdzii yunanca trigon- (icbucag, metriya-6lgmok demokdir.
Bucagn radian o0l¢iisii
Molum oldugu kimi, bucaglar doraco, dogige, saniys vo radianla 6l¢iiliir
1°=60" 1 =60" 1°=3600"
1’ - daqiqo, 1” - saniya
Morkazi bucagin sdykendiyi qdvsiin uzunlugu ¢evronin radiusuna barabar olarsa, belo morkozi
bucaq bir radian adlanir vo 1rad kimi isars olunur.
lrad ~57°17' =57,3°
1° ~ 0,017 rad
Doaraca 6l¢iisiindon radian 6l¢iistine kegmok li¢iin

1°=" rad

Radian 6l¢iistindon daraca 0lgiisiine ke¢maok tigiin

0
lrad = 180
T

disturundan istifada olunur
450 = " 457 7 _180 7 _ e

180 4 3 7 3
30° == .30=2 45rad =120 . 4518045 B0 5ee

180 6 T T T

Trigonometrik funksiyalar
Morkazi koordinat baglangicinda va radiusu 1-o borabor olan ¢evroys vahid ¢evro deyilir.

Doénmo bucagi saat aqrabi istiqamotindo monfi, saat oqrobinin oks istiqgamatinds iso miisbat qobul

edilir.

by

AERY
T <

X

-
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Vahid ¢evra tizerindo A (x;y) noqtesi gotiirak. A (X;y) ndqtesini gotiirmok o demokdir ki,

yoni K(L0) ndqtosi Y4
koordinat baglangicindan 1
a bucagl gadar doniib. A ndqtasinin _
g q “ q Aa (X’ y)
absisina a bucaginin kosinusu,
ordinatina ¢ bucaginin sinusu deyilir. R 0 K (1; O) >

cosa = X sina =y
A, (X; y) ndqtesinin ordinatinin absising
olan nisbati & bucaginin tangensi, -1

absisinin ordinatina olan nisbati iso & bucaginin kotangensi adlanir.

tga =2 ctga =2 (x=0, y=0)
X y
Demali,
sin a CcoSa
tga = ctgo = — , tga=——-
cos o sin ctga

Cevra tizorindoki A, ndqtesinin koordinatlar
X <1; [y|<1 ve x*+y%=1
sartini 6dayir. Demali, ixtiyari @ bucag: tigiin
sin®a+cos’a =1
® Trigonometrik funksiyalarin qiymati ancaq « - dan asilidir.

® Sinus vo kosinus funksiyalari tigiin
D(sin ) = R = (= o0;+0) E(sin ) = [-11]
D(cos) = R = (—o0}+0) E(cos) = [-11]
® Tangens funksiyasimin toyin oblasti cOSX=0 sortini odoyan X = %+ K, keZ
ododlordir

D(tgx)=(—%+;zk,%+7zkj, keZ

bu araliqda tangens artan funksiyadir.

Tangens funksiyasinin qiymatlor oblasti

E(tgx) = (— o0;4+<0)



® Kotangens funksiyasinin toyin oblasti sin X =0 sortini 6doyon odadlordir, X # 7K,

kezZ

D(ctgx) = (7k, 77 + 7k

bu araligda funksiya azalir.

Kotangens funksiyasinin qiymatlor oblasti

E(ctgx) = (—ooj+00)

Ona gora dotg vo ctg funksiyalarina qeyri-mshdud funksiyalar deyilir.

® Tangens vo kotangens funksiyalarinin on boyiik vo on kigik giymoti yoxdur, mohdud

deyil.
® Sinus vo kosinus iso mohduddur, yuxaridan 1, agagidan iso -1 adadlori ilo mohduddur.
OKQ=-1 OBO=1
® Sin5000 ifadosinin monasi var
sin x =5 ola bilmoz, giinki, —5 &[-1:1]
® Kosinusun tarsino sekans deyilir.
SeCa =
CoSsox
® Sinusun torsino kosekans deyilir.
1
cosecoa = ——
sin
Trigonometrik funksiyalarin qiymatlari.
0 _ 0 _ 0 _
6 4 3 2
sin 0 1 J2 J3 1 0 -1 0
2 2 2
cosx 1 J3 J2 1 0 -1 0 1
2 2 2
o sn30° 143 1 2 1 43
thO 0:—_—_—-—:—:_
cos30° 2 2 2 /3 /3 3
cos180°
ctg180° = =—  toyin olunmayib
| sn180° 0 g




2
2sin 2 45° + 4c0s30° :2{%} +4-§=2-%+2\/§=1+2\/§

Trigonometrik funksiyalarin isaralori.

i A i A A tangens va
sinus kosinus ya tang

AN any

NIVARRN VAN VA

tg168° <0 tg10° >0

cos(~189°)< 0 tg(-10°)< 0

sin 115° cos80°tg150° = +-+-—<0

® ti bucaq no godor bodyiik olarsa, onun sinusu da boyiik olur.
sin 55° > sin 54° sin 13°56 > sin 13°54’
180° - li bucag 0°- don bdyiikdiir, lakin sin 180° =sin 0° =0

® ti bucaq no godor bdyiik olarsa, onun kosinusu kigik olur.

c0s55° < cos54° c0s13°56’ < cos13°54/

® Bucag —90°-don +90°- yo godor bdyiidiikdo, onun tangensi —oo- dan +oo-a qodor

artir.

Bucag 0°- don 180°-yo qodor artdigda, onun kotangensi + oo - dan — o -a qodar azalir.

® (— 90° ;900) intervalinda & bucag boyiikdiirse, onun tangensi do boyiiyiir.
(OO ;1800) intervalinda olan iki bucagdan boyiiyiine ki¢ik kotangens uygundur.

Trigonometrik funksiyalarin tokliyi, ciitliiyii
Sinus, tangens, kotangens tok ; kosinus iso ciit funksiyadir.
sin (— x) = —sin x
tg(—x) = —tgx
ctg(— x) = —ctgx

cos(— x) = cos x

cos(—60° ) = cos60° = %

10



_sin45° \/E,ﬁz

tg(—45°):—tg45°: cosd5® 2 2

Trigonometrik funksiyalarin dovriiliiyii

Bucaq tam sayda dovr godor doyisdikdo sinusun, kosinusun, tangensin, kotangensin
qiymatlori doyismir.
sin 30° =sin (30° +360° ) = sin (30° +360° - 5) = sin (30° +360° -180) =

=sin(30° ~360° -5)=...= ©

Sinus vo kosinusun an kigik miisbat dovrii 27 -dir.
Tangens vo kotangensin on ki¢ik miisbat dovrii 7 - dir.
sin (x + 27K ) = sin x
cos(x + 27k ) = cos x
tg(x + 7K ) = tgx
ctg(x & 7k ) = ctgx
e sinXx vo cosx funksiyalarinda arqument X >360° olarsa, 360°-yo béliib, qalig

gotiirmok lazimdir.
sin 1090° = sin 10°
(1090° :360° =3 = qaliq=10°)
e tgx vo Ctgx funksiyalarinda arqument x >180° olarsa, 180° - yo béliib, qalig1 gotiirmok
lazimdir.
tg940° = tg40°
(940:180° =5; qaliq= 40°)

gsas trigonometrik diisturlar.

1. sin20+cosa =1

sin“a =1-cos’ a = sin @ = +/1—c0s? a

cos’a=1-sina =cosa=+Jl-sin’a

sin a .
2.1ga = = sin ¢ =CoS« - tgx
cosa

Ccosa
ctga =
sina

= COS«a =Sin « - ctga

3. fga-ctiga =1 = tga :L vo ya Ctgoz:i
ctga tga

11



4. sin® a+cos” o =1 hor toraofi sin > « - ya bolok

. tga
= Siha =+ g

1
sin *a J1+tg%a

1+ctg’a =

Hor torofi cos® « - ya bdlok

1
= Cosa ==

1
cos’a J1+tg%a

1+tg°a =

Bu diisturdaki +,- isarolori & bucaginin hansi riibs diigmosindon asilidir.

. . 5
Misal. sin a = 3’ %< a < r olarsa, cosa,tga, ctga — ?

Sorto gora « bucagy Il riibdadir, demali

cosa =—/1-sin‘a =— 1_§ _ L2

169 13
siha 5 ( 12] 5
tga = == -=|=-=
cosa 13 13 12
1 12
ctgag =—=-"=
tga 5
) 2—sin®a—cos® a 2—(sin2a+cosza) 2-1 1
Misal. a) ——; = — - = ==
3sin“ a +3c0s° & 3(S|n a + Cos a) 31 3
b) cos® a — (ctg?a +1)sin 2 & = cos? @ ———~—-sin * & =

SN~ o«

=cos’a—-1=cos’a—-sina—cos’a=-sina

Misal. Hor hansi £ bucag liglin sin g = % cos f = % sortlori ola bilormi?

(&)

Misal. tga = 2 olarsa, a € (O; %J sin ,cos «, ctga — ?

sin” B+cos” f=1

=1 6danilir.

+

40)° 81 1600 1681
— | =1= + =
41 417 412 1681

1+tg’a =—
CoS” a
5
1+4= — = C0sa =—
CoS” « 5
. J5 . 245 1 1
sina =cosa-tga =—-2=—— ctgag =—==
5 5 tgaa 2

12



Cevirma diisturlart
90° + r, 180° £ ¢, 270° + ¢, 360° = @ soklindo bucaglarin triqonometrik funksiyalarmi
a bucaginin triqgonometrik funksiyalari ilo ifado edon diisturlara ¢evirmo diisturlart deyilir.
e 180°,360°- li bucaqlarda ilk funksiyanim ad1 oldugu kimi qgalir.
e 90°%, 270°-1i bucaglarda ilk funksiyanin ad1 oxsar adla ovaz olunur.
e o bucagini I riibdo hesab edorok, sag torofin isarosini sol torofo osason

miuoyyonlasdiririk.

3

a) sin (— - aj =CoS«

sn{a=g)-on| (5] (5 -]

¢) cos(a— )= cos(— (7 —a))=cos(z —a) = —cosa

N

d) tg(%[ + aj = —Ctga

e) sin ? (7 +5x* ) =sin ? 5x°

Toplama diisturlari.

sin (o + B) = sin acosf + cosasin
cos(o+ B) = cosacos B F sin asin B
tglatp)= %
ctg(a+B)= —i;;giat;gﬁﬁ
e
ctglar— )= ctge -ctgf +1

ctgp —ctga
Ikiqat bucagq diisturlar.

L Sin2 o = 2sin acos o

sin 40° = 25sin 20° cos 20°

sin 10° = 2sin 5° cos5°

. . a (04
Sin ¢ = 2sin — CcoS —
2 2

13



4sin? 2¢cos® 2ar = (2sin 2acos 2a)* = (sin 4a)* =sin? da

® cos2a =cos’a—sin’a

cos2a =1-2sin?a = 2sina=1-cos2a = sina =

cos2a =2¢c0s’ ¢ —1 = 2¢c0s* o =1+c0s2a = Cos* a =

1-cos2a

2

1+cos2a

2

Sistemo alinmus diisturlara tortibi (doraconi) azaltma disturu deyilir.

c0s80° = cos? 40° —sin ? 40°
c0s80° =1—2sin 2 40°
c0s80° = 2cos® 40° —1

o tg20 = 2tgo§
l1-t9°a
1-tg° ‘a1
ctg2a = Vo ya ctha:Ctg—a
2tga 2ctga
Misal. a+b _3 olarsa, sin 2o =?
c 4
Holli
a b 3
—t —=—
c ¢ 4

: 3
sin a+c03a:Z

2
. 2 3
(sin o +cosax) :(—j
4
. . ) 9
Sin © o + 2SIN & COS & + COS a:E
. 9
1+2sina¢cosa = —
16
. 9
2sin ¢cosa =— -1
16

sin 2a = —1
16

90°

14



Yarimarqumentin diisturlari

Bu diisturlar doraconin asagi salinmasi diisturlarindan alinir:

. ,a 1l-cosa . a l-cosa
sin“—=—-—"- = sin—=+|——
2 2 2 2
,a 1l+cosa o l+cosa
oS’ —="—"- = COS—=7=|——
2 2 2 2
s _1-cosa g%+ 1-cosa
2 l+cosa 2  \Vl+cosa
Ctgzg_1+COSOz N Ctgg—+ l+cosa
2 1-cosa 2 \Vl-cosa
tgg_l—cosa ~ g sin o
2 sin 2 l-cosa
tgg— sin o N Ctgg_1+cosw
2 l+cosa 2 sin
Trigonometrik funksiyalarin yarimbucagin tangensi ilo ifadasi.
2th 2tgg
sina = Za tga:—za
1+1tg° — 1-tg* —
g ) g )
o a
1-tg* = 1-tg° —
cosa = 5 Ctgot:fu2
1+tg® — 2tg —
g 2 gZ

Camin (farqin) hasila cevrilmasi diisturlar:

sina+sinB:23ina+Bcosa_B
2 2
sin o — sin p = 2sin 0B s 2t P
2 2
COSa+COSB:2COSa+BCOSa_B
2 2
coso — cosp = —2sin & B gin 9=P
2 2
tgar +tgf = sin(a + f3)
cosa cos B
g —tgf = sin(a — )
CoSa COs 3

15



sin(a + )

sin asin S

sin(f-a) _-sin(a-p)

sinasin f sinasin g

ctga +ctgp =

ctga —ctgp =
Vuruglara aywin:

0 0
\/§+Zcosa = 2[%+cosa] = 2(cos45° +cosa): 2-2c0s 45 2+a cos 45 —a =

2
T 04 T
=4cos| —+— |coS| ———
55){5-%

Hasili coma ceviran diisturlar

Sinx -cosy = sin(x + y)er sin(x—y)
cosK - Cosy = cos(x + y)JZr cos(x —y)
sinx -siny = cos(x — y); cos(x +y)
tga + tgp
taa - taB = 2=~ 9P
gu-tgp ctga + ctgp
ctga. - Cth = M

tga + tgP

2sin 36° cos36° cos72°  sin 72° cos72°  2sin 72° cos72°
2sin 36° 2sin 36° 4sin 36°

_sin144°  sin(180°-36°)  sin36° 1

Misal. cos36° cos72° =

~ 4sin 36° 4sin36°  4sin36° 4

Ucqat bucagin diisturlari.

sin 3 =sin (2 + &) = Sin 20COS & + COS 2rSiN @@ = 2siN A/ COS A COS @ +
2 . 2 . e 2 2 -3
+(cos? a—sin? a)sin & = 2sin arcos? & +cos? arsin & —sin® a =
= 2sin a(l—sin? &)+ (1—sin ® a)sin & —sin® & = 2sin & — 2sin * & +sin & -
- 3 - 3 - - 3
—sin“a—sin”a=3sina—-4sin” «a
sin3 o = 3sin o — 4sin *o
cos3a = 4cos’a — 3cosa

_ 3tgo—tg ‘o

tg3a
J 1-3tg°a

16



Komak¢i arqument daxil etmakla ¢evirmalar.
asin p £bcosp =+a’ +b?sin(p+ ), burada a = arctgg

bcosp +asin ¢ =a® +b? cos(¢p F @), burada o = arctg%

asin ¢ bcos¢ ifadesinin
OKQO=—+/a? +b? OBO=+a’+b?,

giymatlor oblasti isa l— Ja? +b? ;\/a2 +b? J olur.

Tors trigonometrik funksiyalar.

y =arcsinx. Sinus funksiyasmin tors funksiyasina arksinus deyilir. a adadinin arksinusu -

[_ % , %} parcasindan gotiiriilon vo sinusu a —ya barabar olan adado deyilir.

A R S S | T T
arcsin —=—,(;Ul']kl SN —=— v —e|——,—
2 6 6 2 6 2 2

Bu funksiyanin asagidaki xassalori vardir.

® Bu funksiyanin toyin oblasti [-11] parcasidir. D(arcsin x)= [— l;l]

® Bu funksiya [— 1;1] parcasinda

V4
artir. r
2

T

® (Qiymotlor oblast1 | — —; = | -dir
Qiy { > 2}

H.__________
<V

E(arcsin x) = {— z. E} -1
2 2 E
® Funksiya tok funksiyadir. i T
________ 2

arcsin (— x) = —arcsin x
. ( 1) 1 T
arcsin| —= |=—arcsin — = —-—
2 2 6

Misal. y = arcsin funksiyasinin toyin oblastini tapin.

~3<2x-1<3
—2<2x<4=-1<x<2=[-12]

17



Y =arccosX. Kosinus funksiyasinin tors funksiyasina arkkosinus deyilir. a ododinin

arkkosinusu - [O; 72'] parcasindan gotiiriilon vo kosinusu a —ya barabar olan adodos deyilir.

N 7 3 T
arccos— = =, ¢linki cos === vo = [0; 7]
2 6 6 2 6

® D(arccosx)=[-11]
® E(arccosx)=[0; 7]
® Funksiya [-11] pargasinda azalir.

® Bu funksiya na tok, na do ciitdiir.

Bu funksiya ligin arccos(— x)= 7 —arccos X

3 3 7w 5rx !
arccos| —— |=mr—arccoS—=nw7x——=—
2 2 6 6

® arccos(—4); arccos% monasizdir, ¢iinki — 4; % e [-11]

® arccos x = —30° ola bilmoz, giinki —30 ¢ [0; 7]

Y =arctgx. Tangens funksiyasimnin tors funksiyasina arktangens deyilir. a adodinin

arktangensi - (— % ; %) araligindan goétiiriilon vo tangensi a —ya barabar olan odads deyilir.

T .. . T T w T
arctgl="—, clinki tg— =1 el -2 =
Lo gy = ve 46( 2 2j

® D(arctgx) = (~ oo;+0)

® E(arctgx) = (— Z. Zj _________________________________________
2'2 ﬁ
0
® By funksiya (—o0;+00)- da monoton artur. ‘/ -
® Bu funksiya tok funksiyadir.

arctg(— x) = —arctgx
arctg(—1) = —arctgl = —%

y =arcctgx. Kotangens funksiyasmnin tors funksiyasma arkkotangens deyilir. a
odadinin arkkotangensi - (0;7r) araligindan gétiiriilon vo kotangensi a —ya barabor olan adods

deyilir.

18
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arcctgl = % , cUnki ctg% =1 vo % c(0;7)

® D(arcctgx) = (— oo;+0)

® E(arcctgx)=(0;27)  emmmmeeebeeee
®Bu funksiya (— oo;+oo)- da azalir. \ y = arcctg x

N\
® Bu funksiya no tok, no do ciit funksiyadir. K

arcctg(— x) = 7 —arcctgx - >

arcctg(—1)=r —arcctgl = _% _ 37”

® X-in bu funksiyalart monali edon qiymaotlorinds asagidak: eyniliklor dogrudur.

. T
arcsin X+ arccos x = E

T
arctgx + arcctgx = 5

- 1 1\ ~«
arcsin| — = |+arccos| — = | = —
( 2) ( 2) 2

Misal. y =3-2arctgx funksiyasinin qiymotlor oblastini tapin.
T T
——<arctgx < —
2 2

T T
2 (-2)> —2arctgx > —= - 2
5 (-2)> —2arctgx > 5

T > —-2arctgx > —rx
— < -2arctgx <z
—z+3<3-2arctgx<z+3 Cavab: (3—7;3+7)
Misal. Miiqayiso edin: arcsin 0,6 vo arcsin 0,3
arcsin x artan funksiya oldugu ii¢iin arcsin 0,6 > arcsin 0,3

Misal. Sadslosdirin.

a)sin (4 arcsin (— %]] =sin (4 : [— %D =sin(-7)=0
b) sin {arccos[— QD =sin [7: —arccos QJ =sin (7; — Z) =sin 3T =
2 2 4 4
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V2

= 5in 135° = sin (90° + 45° ) = cos 45° = =

C) cos(6 -arccos %j = cos(6 . %} =cos2r =1

3 6 3

¢) tg(%— arcctgﬁj - tg(f_fj _ tg% _N3

Tors triqgonometrik eyniliklor

sin (arcsin x)

X

cos(arccos x) =

tg(arctgx) =

ctg(arcctgx) = x

sin (arccos x) = V1 — x?

sin (arctgx) =

1+ x?
sin (arcctgx) = \/172
1+x
: X
tg(arcsin x)=
AV1-x?

W1-—x?
X

tg(arccos x) =

tg(arcctgx) = %

arcsin (sin x) = x
arccos(cos x) =
arctg(tgx) = x

arcctg(ctgx) = x

cos(arcsin x) = v1—x?
1

V1+ X2
X

cos(arcctgx) =

cos(arctgx) =

l 2
1_ 2

+
>

>

ctg(arcsin x) =

x X

ctg(arccos x) =
1-x?

ctg(arctgx) =

< |~
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1—x e Ogor x>0 olarsa

tg arccos X -

1+x 1

arctgx = arcctg —
X

sin(2arcsin x) = 2xv1- x>
1
cos(2arccos x) = 2x? -1 arcctgx = arctg ”

tg(2arctgx) = 2X e Ogor, x<0 olarsa

1
arctgx = —z +arcctg —
X

sin (2arctgx) =

X2
2 e Ogor, x<0 olarsa
cos(2arctgx) =
Lx? arcctgx = 7z + arctg 1
X
5 _ 2xy1-%?
tg(2arccos x) 2x% -1 e Ogor, x>0 olarsa
. 2xy1—x? arctgx + arctg iz
tg(2arcsin x) = T =
- 2X
: ax(1-x?) e Ogor, x<0 olarsa
sin (4arctgx) = ———= L
(1+X ) arctgx+arctg—:—E olur.
X
Misallar:

a) sin(2arcsin x) = 2sin (arcsin x)cos(arcsin x) = 2xv/1— x>

b) sm(Zarcsm j \/i \/7 2 2\/_ 4 V2

tg(arctg 1 +1g| arctg 1 1 n 1
2 3 2 3
C) tg| arctg—= +arctg= | = = =1
2 3 1-tg| arct 1t arct 1 1—1-1
g g 2 g g 3 23
%) cos(arctg\@ +arccos gj = cos(arctg v3 )cos(arccos %J —sin (arctg J3 )sin (arccos ?] =
1 3 43
— =0
\/l+ 3 2 \/1+ 3V 4
Tonliklori hall edin
a) arccos 1+32X = 2?7[ har torafdon kosinus alag, onda

( 1+ ij 27
COS| arccos =C0S—
3 3

L+ 2X _ 0s120° = cos(90° +30° )= —sin 30° = — =




2+4x=-3= x=-125

b) Sarcsin ? x + 9arcsin x—2=0 arcsin x =t olsun
5t +9t—2=0 arcsin x =-2 voya arcsin x = %
=2 t, == D(arcsin x)=| - =; % sin (arcsin x) = sin 1
7?5 2'2 5
.1
2rad ~2-57,3=114,6 X =sin 5
1146¢|-2;2
2 2
Cavab:sin 1
5
Hesablayn:

5x Sz . . 57
a) arccos| cos— |=—, cunki, 0<—< 7
8 8 8

. (. 97 - 2 . .21 2
b) arcsin| sin — | =arcsin| sin| 7 + — | |=arcsin| —sin — |=——
7 7 7 7

1 27 27 27 3rx
C) arccos COS? = arccos| cos|  + ? = arccos| — COS? =r——=—

¢) arcsin (sin 2) = arcsin (sin (7 — 2)) = 7 — 2, giinki —g <m-2< %
d) tg(arctg5) =5, giinki 5 toyin oblasta daxildir, 5 R
e) arctg(tg6) = arctg(tg(6 — 277)) = 6 — 2, ¢iinki, —% <6-27 < %

f) arctg(ctgl2) = arctg(tg(% - 12D = 77” -12

87 3r 3T
arcctg| ctg— | = arcctq| ct +— | [=—
a) g( g c j g( g(ﬂ c D -
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Triqonometrik tonliklor
Moachulu trigonometrik funksiya isarasi altinda olan tonliys triqgonometrik tonlik deyilir.

Sinx = & tanliyi. Ogor a adodi [— 1;1] parcasina aid deyilso, onda tonliyin kokii yoxdur,
glinki, E(sin x)=[-11]

e a=0oldugda x=7k, ke Z
e a=1 oldugda x:%+27zk, keZ
e a=-1oldugda X=—%+27zk, keZ

Umumi halda x = (-1)" arcsin a+ 7k, k eZ

a) sin(Zx—zjzl b) sin(zx—£]=_l
3 3 2
ox—Z =24 27k 2x - Z = (=1)" arcsin S
3 2 3 2
2x =24+ Z 2k ZX—Z:—(—l)karcsinlwzk
3 2 3 2
2x =% 4 25k 2x =24 (1) Z oy ik
6 3 6
x=2" 1k, Kkez 2x= (1) T4+ Ty ak
12 6

T
3
=(—1)k+1£+£+ﬁ, keZz
12 6 2

COSX = a tanliyi. Ogor, burada a adadi [— 1;1] parcasina aid deyilso, onda tonliyin koki
yoxdur.

T
e a=0olsa x=—+7k

e a=lolsax=27k, keZ

e a=-1olsax=x+27K, keZ

Umumi hal tigin

X =zxarccosa+ 27k, keZ

cos 2x—Z :—ﬁ 2X—£:i 7:—1 + 27K
4 2 4 6
2x—£=4_rarccos —ﬁ + 27K 2X=£i5—ﬂ+2ﬂk
4 2 4 6
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2X—Z=i ﬁ—&fCCOSﬁ + 27K x:zis—ﬁwzk, keZ
4 2 8 12

ng =& tonliyi. Bu tonliyin a-nin istonilon qiymotinds  halli
X =arctga+7K, ke Z

clgx=a tonliyi. Bu tonliyin a-nin istenilon qiymotinds holli

X =arcctga+ 7k, ke Z

a) ctgx:—\/§ b) ctgx:—\/§
X = arcctg(— \/§)+ 7K 1 -3
tgx
X = 77 —arcctg+/3 + 7k tgx:—i
J3
Y4 1
X=—+7K, keZ X = arctg| —— |+ 7K
6 9( ﬁJ
x=-21, keZ
6

Triqonometrik tonliklarin halli iisullari.
1. 9Ovazetma iisulu.

6cos® x—5cosx+1=0, burada cosx =t ovozlomasi gobul edok. Onda

6t2 —5t+1=0= D:25—24:1:t1:% voya t, :%

ovazlomads nazars alag. Onda, cos X = % voya COSX = % alinar.
V2 1
X:i§+27zk Vo ya x:iarccos§+27zk, keZ

2. Vurugqlara ayirma iisulu.

V2 cos? 4x = cos4x =>+/2 cos? 4x —cosdx=0 = cos4x(\/§cos4x—1)= 0

cosd4x=0  vo ya J2cosdx—1=0

4x:%+7zk \/Ecos4x:1

x=£+— COS4X:L:>4X:iZ+27zk:>X=J_r£+ﬁ, keZz
8 4 J2 4 16 2

vardir.

vardir.

24



3. Bircinsli tanliklar. Belo tonliklorin hor torofi sinus vo kosinusun tonliyin doracasino

barabar qilivvatine bolmakls hall olunur.
3sin  x —4six cos X + cos’* x = 0
bu tonlikds cosX =0 ola bilmoz, ¢ilinki, COSc sifir olsa, onda sinus da sifir olardi. Bu isa

sin? o +cos’® o =1 eyniliyina ziddir. Ona gdro do bu tonliyin hor iki torofini cos® x-o bdlmok
olar.

3tg*x —4tgx+1=0, burada tgx =t qgobul edok. Onda

3t°—4t+1=0=D,=4-3=1=t,=1 vo ya t2=% Onda tgx=1 vo ya tgx=%

V/d 1
X, =—+7K, X, = arctg - + 7K
1 4 2 g 3
4. Komoakg¢i bucaq daxil etmakla hall olunan tonliklar.
Bu Usulla asin x+bcosx =c tipli tonliklor hall olunur. Bunun {igiin tonliyin hor iki
torofini va® +b? - na bolmok lazimdir.
a) V3sin x+cosx =+/2

va® +b? = \l(\/g)z +12 =~/3+1 =4 = 2 hor torafi 2-ya bilok
VJ3 1 J2

—Sin X+=c0SX =—
2 2

cos Zsin x +sin - cosx = 22 = sin[ x+ % | = 22 —x+2=(-1) L k=
6 6 2 6 4

—x=—24(-1) 21k, kez
6 4

b) 3sin Xx+4cosX =5 hor torofi V3% +4% =/9+16 = /25 =5- 5 bslok.

3. 4

—sin x+—-cosx =1

5 5

2 -cosp sin : 4 4
> ovozlomasi gobul edok. Onda $_5 = tgp=—, p=arctg —
4 cosp 3 3 3
5 7 5
Beloliklo

cos gsin X +sin pcosx =1

sin(x+¢)=1

X+(p:%+27zk
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X :£—¢+27zk :Z—arctgﬂ+27zk
2 2 3
vo ya cavabi belo do yazmaq olar.

x:z—arcsin ﬂ+27zk, kez
2 5

5. Universal avazloma ila hall olunan tanliklor. Bu isulla tonliklori hall etmok iigiin

asagidaki diisturlar totbiq olunur:

Ztgg 2tgg
sina:—za tga:—za
1+tg? — 1-tg? —

J 2 J 2

1—tgzg 1—th%

= < toqg = — &
cosa 1+tg2g ctga 2tgﬁ
2 2

Misal. 2sin x—9cosx =7

g% 1-tg? ™ )
2- 2x_9' )2(:7,burada th:t olsun, onda
1+tg® = 1+tg® =
g 2 d 2
_ 2
a > = 9(1 t2 ) =7 hoall olunur vo avazlomadas nazars alinir.
1+t 1+t
6. Comin hasils va hasilin coma ¢evirma diisturlart ila hall olunan tanliklar.
a) cos3x+sin 2x—sin 4x =0 b) sin xsin 7x = sin 3xsin 5x
053X — 2C0S 3XSin X = 0 COS6X — COS8X _ C0S 2X — C0S8X
2 2
cos3x(1—2sin x)=0 C0S6X — COS8X = COS 2X — COS8X
cos3x=0 1-2sinx=0 cos6x—c0s2x =0
3x=%+7zk 2sinx=1 —2sin 4xsin 2x=0
V4 . 1 . .
X =—+— sin X =— sin4x=0 voya sin2x=0
6 3 2
XZ:(—l)k%+7zk 4x = 7k 2X = 7K
7K 7K
X="— X="—
4 2

Cavab: ﬁ k e Z, ¢lnki ﬂeﬁ
4 2 4
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Aydindir ki, ﬁ S ﬁ, keZ
2 4
7. Daracani asag salmagqla hall olunan tanliklor.

1 2 . 1- 2 ..
Bu magsadla cos® o = w, sin“a = % diisturlarindan istifads olunur.

cos? 3x = 1

—1+C(2)36X :%:4+4cosﬁx: 2 = COs6X :—%: 6x :iarccos(—%)+2ﬂk =

:>6x=i(7r—zj+27zk:>6x=i2—”+27zk = x=iz+ﬁ, keZ
3 3 9 3
COS3X = 1
Qeyd edok ki, verilmis tonliyi kvadrat tonlik kimi do hall etmak olar. Onda L
COS3X = — 5

tonliklorini hall etmak vo hoallor ¢oxluglari birlogdirmak lazimdir. Lakin bu, ¢oxluglarin ortaq
elementlori oldugundan, cos”3x :% tonliyinin hoallor ¢oxluglarin1 belo birlosmo ilo almaq
miioyyan cotinliklor yaradir. Ona gora do belo tonliklori doroceoni azaltmaqla hoall etmok
alverislidir.

sin > X +c0s” 2x +sin > 3x =1,5

1-cos2x +1+ COs4x +1—c056x B
2 2 2

1-cos2x+1+cosdx+1—cosbx =3

15

COS4X —C0S2X —cos6x =0
cos4x —(cos 2x + cos6x) =0
cos4x —2cos4xcos2x =0

cos4x(1—2c0s2x)=0

cos4x =0 1-2cos2x=0
4x=%+7zk c052x=%:>2x=4_r£+27zk

X, =2+ kezZ  x,=tl+rk keZ
8 6
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8) Trigonometrik ifadalari giymatlondirmak iisulu. Bozi triqgonometrik tonliklori tonliya
daxil olan triqgonometrik ifadslori qiymatlondirmokls ds hall etmak olar.

sin 2x+2cos8x =3

Gostormok olar ki, verilmis tonliyin yalniz sin 2x=1 va c0s8x =1 olduqda halli var.
Demoli, sin 2x=1 vo c0s8x =1 tonliklorini hall etmok lazimdir. Bu tonliklorin hollori iso
X = %+ m vo X= % . Aydindir ki, cos8x =1 tonliyinin hoalli olan X = % ,ham do sin 2x =1
tonliyini 6domalidir. Ona gora, miioyyon k va n-lar ii¢iin
7K

£+7zn:—, keZ
4 4

Buradan k =4n+1 alariq. Yoni, k =4n+1 soklinds olarsa, %4— m  vo % coxluglar

eyni ¢oxluqglar olar. Beloliklo, sin 2x+2c0s8x =3 tonliyinin hallori %(4n +1), neZ

soklindadir.
9. sina =sinB, cosa =cosB , lga =IlgB, cfga =ctgp tipli tanliklor.

® sin o =sin S oldugda, bu miinasibat o = (—1)kﬂ +7k, keZ
® cosa=cosp oldugda, a =+p+27k, keZ

® tgu =tgp olduqda, « = B + 7k, keZ;a,ﬂ¢(2k+1)%

® ctga =ctgp oldugda, a = f+7k, keZ; a,p # K

Misal. cos(Zx - %) = cos(x + %) tonliyini hall edok.

Tonlikdo o = 2X —%, f=X +% gobul edok.
Yuxarida verilon miinasiboto géro
2x—z=i[x+zj+27zk, keZ
3 6

Buradan isa

X:£+27zk, keZ vo X:£+%, k € Z alariq.
2 18 3

® Qeyd: Asagidak tors trigonometrik tonliklori hall edin.

a) 4arccos§ =37 b) 3arctg(2—x)=27
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arccos X = 37 arctg(2—x)= oz
2 4 3
Cos| arccos X cosS—ﬂ LA arctgt < z oldugundan, verilmis
2 4 2 2
g =- g tonliyin kokii yoxdur.

X =—/2
6) arcsin (x? —4)—arcsin (2x+4) =0
arcsin (x2 - 4) = arcsin (2x + 4)

—1<x*-4<1

Dayisanin mimkiin giymatlori
s a {—1S2X+4Sl

X* —4=2x+4
X, =—2, X, =4 (konar kokdiir, 6domir)

®  Tonliklori holl edin.
a) ctgx(1—cos2x)=0

Cos X cosx=0 cosx=0
ctgx=0 —=0 . )
=< sin X =<sinx#0 =3sinx#0 =cosx=0=
1-cos2x=0
1-cos2x=0 |1-cos2x=0 |2sin?x=0

:>x=%+7zk, keZ

Cavab: %—Fﬂk, kez

b) 9 _0 holl edin.
sin 3x
. sinx=0 = x=7k, keZ
tgx:O m=0 T
) =>4 COS X =<:Cc0sX#0 = X#—=+mm, mel
sin3x#0 . 2
sin3x =0 n
sin 3x =0 :>x¢?, neZ

Gorunduyd kimi, n=3k olarsa, x=27K alinir ki, bu da sin x=0 tonliyinin biitiin
hallorinin moxraci sifra ¢evirdiyini gostorir. Demali, tonliyin kokii yoxdur.

¢)

sin 3x
sin X

=0 tonliyini hall edin.
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sin3x =0 x:ﬂ, neZ
. 0 3 =n=3K
sih x = x#7k, kez
vaya
n T T
n:3ki1:>x:?:§(3kil):i§+7zk, kez

d) (1+tgx)cosx =0 tonliyini holl edin.

tgX- in toyin olunmasi {igiin COSX # 0 olmalidir. Demali,
1+tgx=0=>tgx=-1= x:—%+7zk, keZ

e) tgx(1+cos2x)=0 tenliyini holl edin.

. 0 sinx=0 sinx=0
X=
g = <Jcosx =0 =<c0sX#0 =sinx=0=>x=sKk, keZ
1+cos2x=0
14+c0s2x =0 2cos®x=0

Cavab: x=7k, keZ

2) sin > 5x+1=cos” 3x tonliyini hall edin.

sin *5x+1-c0s”3x =0=>sin>5x+sin*3x=0. Sol torofdoki toplananlarn he¢ biri

monfi olmadigmadan, sin?5x=0 vo sin?3x=0 olmalidir. 1-ci tonliyin holli X = % , 2-Ci
tonliyin halli 1so X = ? olur. Lakin, eyni zamanda ham sin > 5x = 0, ham do sin > 3x =0 olmas1

ucln = = ? olmalidir. Buradan aliriq ki, 3k=5n vo demoli, k=5m, n=3m, meZ
olmalidir. Demali, verilmis tonliyin holli Xx=72m, me Z

f) 2°° =cosx +

tonliyini hall edin.
COsS X

lcosx| <1 oldugundan tonliyin sol torafi 2-don béyiik deyil, yoni 2°** <2 vo cosx =1

oldugda 2°°* =2 olar. Tonliyin sol torofi yalniz miisbat gqiymat alir, ¢iinki 2°°* >0, ona goro

sag torafdo miisbat olmalidir, buradan alinir ki, cosx > 0. Demali, COS X + > 2. Borabarlik

COS X
hal1 yalniz cos X =1 olduqda dogrudur. Onda x =27k, ke Z
k) sin® x+cos® x =1 tonliyini hall edin.
sin® x + cos® x = sin 2 x + cos? x
sin® x—sin? x+cos® x—cos?x=0
sin* x —sin ® x + cos® x —cos® x =0
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sin 2 x(1—sin x)+cos® x(1—cosx)=0
(L—cos? x)L—sin x)+ (1—sin ? x)1—cos x) =0

(1—sin x)1—cos x)(sin x+cosx+2)=0

1-sinx=0 1-cosx=0 sin Xx+cosx+2=0

sinx=1 cosx=0 ﬁsin(x+%j:—2

x =2 427k X = 27k sin[x+Z |=—2. & holli yoxdur.
2 4 J2

Cavab: %+27zk, keZ:; 27k, ke Z

h) 5arcsin ? x +9arcsin X —2 =0 tonliyini hall edin.

arcsin x =t olsun.

5t° +9t-2=0=t, :% vo t,=-2
—% <arcsin X < % oldugundan arcsin X =—2 tonliyinin halli yoxdur.

. 1 .1
arcsin X =—=>Xx=sIn —.
5 5

Cavab: x =sin 1
5
Trigonometrik tanliklor sisteminin halli
X—y= z = x=24 y
L 2 2
cosx+cosy =1
T
cos[E + y] +cosy=1
cosy—siny=1 hortorofi va®+b® =v1+1l= J2- ya bolok
1

1 1 .
——CoSy——=siny=—"

V2 V2 Vv2

cos” cos y —sin 7 sin y = 1
4 4

J2
cos(% + y] = %

Ziy=tZi2k=y=+Z -2 124 Buradan
4 4 4 4
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/4

=" —"—+27K =27k
Y1 4 4+

Y, =TT ok =-Z y2nk
4 4 2

Onda, X, :%+27zk; X, =%+(—%+2ﬂk)=2ﬂk

Cavab: (% +27K: 27K) Vo ya (27K; — =+ 27K)

T
X+Yy=—+7K
cos(x+y)=0 s
® ( y) = 2 = 2X=7+27K = X=—+7K
cos(x—y)=0 Vi
X—Yy==—+7K
2
Onda, y=£+7zk— T ik |=0
2 2

Cavab: (% + nk;Oj

. {sinx+cosy:1 {sin X+cosy=1

sin x+cosy =1
- 2 2 _ - _ - _ :
sin“x—cos”y=1 (sin x—cos y)sin x+cosy)=1

sinx—cosy =1
= 2sin x:2:>sinx:1:x:£+2;zk.

Onda cosy =1-sin x = cosy :l—sin(%+27zkj:> cosy =1-cos27k =

:>cosy=1—1:>cosy=0:>y:£+7zk

Cavab: (%+2ﬂk;%+ﬂk} KeZ

T
.{4(x+y):7z N X+¥y=7,

x+y:£
in 2 in2y=1 |1-cos2x 1-cos2 = 4 =
S x+siny = + Y o1 cos2x +c0s2y =0
2 2
T 3r 7K

x+y:£ x+y=Z X+y:Z ~8 2

4 = 4 = = "
2c0s(x + y)cos(x—y)=0 cos(x—y)=0 X—y:%+7zk :_%_7, ke?Z
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Triqonometrik barabarsizliklar.
Mochulu trigonometrik funksiya isarosi altinda olan barabarsizlikloro triqgonometrik
borabarsizliklor deyilir.

Bu borabarsizliklor asagidaki kimi hall olunur.

Boraborsizliklor Hollori
sinx>a arcsin a+ 27K < X < r —arcsin a+ 27K
sin x<a —r—arcsin a+ 27K < X < arcsin a+ 27k
COSX >a —arccosa+ 27K < X < arccosa + 27K
cosx<a arccosa+ 27K < X < 27 —arccos a + 27K

T
tgx>a arctga+7zk<x<5+7zk

T

tgx<a —E+7zk<x<arctga+7zk
ctgx>a 7K < X < arcctga + 7k
ctgx<a arcctga+ 7k < X < 7z + 7K

<,> isarolori olanda tg va ctg —do yalmz arc olan ucu alir, ¢iinki tg90° -do, ctg iso 7K - da toyin
olunmayib.

Asagidaki xiisusi hallara baxaq

e sinX>a baraborsizliyinds

a) a< -1 olarsa, barabarsizliyin halli istonilon hoqiqi adoddir
b) a=-1 olarsa, X;t—%+27zk, keZ

c) a>1 olarsa, barabarsizliyin halli yoxdur
e sinx<a baraborsizliyinds

a) a<-1 olarsa, borabarsizliyin halli yoxdur
b) a=1 olarsa, x ¢%+27zk, keZ

€) a>1 olarsa, borabarsizliyin halli istonilon haqiqi adaddir
e COSX>a barabarsizliyinda

a) a<—1 olarsa, barabarsizliyin halli istonilon haqiqi adaddir

b) a=-1 olarsa, X # 7+ 27K

c) a>1 olarsa, barabarsizliyin halli yoxdur
e COosSX<a barabarsizliyinds

a) a<—1 olarsa, halli yoxdur

b) a>1 olsa, barabarsizliyin halli istonilon hoqiqi adaddir

c) a=1 olarsa, x # 27k olur

33



Misallar. a) 2sin 2x—+/3<0
2sin 2x < /3

sin 2x S—3
2

— - —arcsin §+2ﬂk < 2x < arcsin §+27zk

=T ok <2x <Xy ok
3 3

AT ok <ox< T 1ok
3 3

—2?”+7ZKSXS%+7Z|( vaya {—%sz;%ﬂzk} keZ
b) 2sin?x—7sin x+3>0  sin x=t olsun

2t —7t+3>0

D=25 +

| =
l\)lH.

t<% voyat>3

| :
S|nx<§ voya SInX>3
[-11]>3 ola bilmoz, &

— r —arcsin %+2;zk<x<arcsin %+27zk

—7r—£+27zk<x<%+27zk

—%T+27zk<x<%+27zk, keZ
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Tars triqgonometrik funksiyalar daxil olan

barabarsizliklarin halli.

®arcsin X>a =sina < x<1

® arcsin x < @ = X €[~ 1;sin )

® arccosx > a = X €[-Lcosa)

® arccos X < a = X e (cos 1]
® arctgx > a=> X e (tge;+o)

® arctgx < a= x € (- o;tgar)
® arcctgx > a=> X e (—o;ctga)

® arcctgx < o= X e (ctgar;+)

Misal: | a) arctg(2x—1)>% b) 6arcsin(x+1)> 7z
tga < X <+ arcsin (x +1) > =
tg£<2x—1<+oo sin T <x+1<1

4 6
1
1<2x—-1<+0 E<x+1s1
1
2 <2X <+ §_1<X£1_1
1 1
1< X < +o0 = (L;+00) —E<x30:> _E;O

d) darctg(2x—1)> 7
arctg(2x —1) > %
Aydindir.

c) 4arccos(x—1)> 37

arccos(x —1)> 37”

-1<x-1< coss—”

N

-1<x-1<—
2

V2

-1+1<x<1—-—
2

2

0<x<l-—
2

&
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T
Z) arccos x > 5

j) arccos(3x +1)—arccos(5x +2) > 0 e) Barcctg g > 7
X arccosx funksiyasi
arccos X funksiyas: azalan arcctg— > — .
2 6 [— 1;1] parcasinda toyin
funksiyadir. Ona gora —oo < X< Cctga olunmus, azalan
3X+1<5x+2 .
~1<3x+1<1 = —w<X<ctgl funksiyadir.
1<5x+2<1 g ° T V3
TLSOXHLs ~ =arccos—
11 X 6 2
= Xe 575 —®< 5 <43 oldugundan, verilmis
o< x<? \/§ borabarsizliyi
(~e0i2+3)

3
arccos x > arccos7

0) arcsin (3x —2)—arcsin (5x—3)>0

soklindo yazmagq olar.

arcsin funksiya artan funksiya K) - 5 <arcsin (x—3) < 5 Onda onun holli
oldugu ii¢lin

Arksinus funksiyasi [— 1;1] X < ﬁ vo —1<x<1
5 <x<

e parcasinda monoton artan
3X—-2>5X~3 _ ) borabarsizliyini
)1 funksiyadir. Ona gors do
—1<3x-2<1= [g : Ej boraborsizlik 0domolidir. Onda
1 3
(—1<5x-3<1 -1< X—BSE ilo X< 5 alimir,

o -1<x<1
eynigicludur. Buradan

iso 2<Xx<35 buradan 1so

= Xe [2;3,5] Xe [—1; ?] alinir.

Funksiya

e X- in hor bir qiymatino Y- in yegano qiymati uygundursa, belo asililiga funksiya deyilir.
y=f(x)

e X- 9 sarbast doyison va ya arqument deyilir.

e y -9 asili doyison vo ya funksiya deyilir.

o f -5 funksiyanin xarakteristikas1 deyilir vo arqumentin {izorindo hansi omollor aparmaq
lazim goldiyini gostorir.

e X —in aldig@1 giymotlora funksiyanin toyin oblasti vo ya varliq oblasti deyilir vo D(f) ilo

isars olunur (DMQC).

36



e y —in aldig1 qiymatlora funksiyanin qiymatlor oblasti vo ya doyisma oblast1 deyilir vo E(f)

ilo isars olunur.

Funksiya soziinii elmo ilk dofo Leybnis daxil edib. Bu séziin monast amal etmo, icra
etma demakdir.

Funksiya 3 Gsulla verilir.

1. cadval tisulu- burada x vo y — in giymatlori hazir cadval soklinds verilir. Masalon,
kvadratlar cadvali, sinuslar codvali v s.

2. dustur Gsulu (analitik dsul)- burada funksiya y = f(x) soklindo diisturla verilir. x-o
giymat verib, Y — in qiymatini 6ziimiiz tapiriq.

3. grafik usul- burada funksiyanin grafiki verilir, arqumentin vo funksiyanin qiymatlori

grafiks géro miioyyon olunur.

® Ordinat oxuna paralel olan istonilon diiz xatt verilmis ayrini yalniz bir noqtods kosdikdo
bu oyri hor hansi bir funksiyanin grafikidir, bir ne¢o noqtods kosdikds heg¢ bir funksiyanin
grafiki olmur, a- funksiyadir, b- funksiya deyil.

a) 4y b) 4y

Wl
>

A

A 9

® Ogor X=m diiz xatti funksiyanin qrafikini kesmirso, onda funksiya X =m noqtasinds toyin

olunmamisdir.

® Bozi hallarda analitik tisulla verilmis funksiya toyin oblastinin miixtslif araliglarinda miixtalif
diisturlarla verilir. Belo funksiyalara “hisse-hisso” verilon funksiyalar deyilir.

Xx+3, Xx<-1 oldugda,
a) f(x)=4x*, -1<x<1 olduqda,
5-x, x>1 oldugda.

Bu o demokdir ki, X<—1 olduqgda funksiya y =x+3 diisturu ilo, —1<x <1 oldugqda
y = x? diisturu ilo, X >1oldugda y =5—x diisturu ilo toyin olunur. &gar f(~5), f(0), f(2)- ni

tapmaq tolob olunarsa, onda ovvolco X-in qiymatinin hansi araliga uygun oldugunu miioyyon

etmak, sonra is9 uygun diisturdan tolob olunan qiymati tapmaq lazimdir.
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Onda f(-5)=-5+3=-2; f(0)=0*=0; f(2)=5-2=3
b) Hissa- hissa verilon funksiyaya daha bir misal kimi Drixle funksiyasini gostormok olar.

D(x)— 1, sgar x rasional sdsddirss
10, agar x irrasional sdsddirss

D(-1)= D(0)= D(2,5) = D(%) =1
D(-+3)=DW5)=D(x)=0

Misal. y:i1 funksiyast X=1 olduqda toyin olunmayib, c¢iinki, y =
X_

2
1-1

2
0
mumkdin deyil.

Demoli, D(f)=(—o0;1)U (L+0).

Misal. y = x* +1 homiso toyin olunub. D(f )= (~o0;+00).

@ Orafikin noqtadon kecmoasi sorti.

Qrafikin hor hansi noqtodon kegib-ke¢madiyini
bilmoak {i¢iin ndqtonin koordinatlarini funksiyanin tonliyinds yerino yazmaq lazimdir. 9gor dogru
boraborlik alinarsa, onda grafik homin noqtodon kegir.
Misal. y =5x—3 funksiyasi verilib. A(3;12) noqtasi bu funksiyanin qrafikine aiddirmi?
y=5x-3
5-3-3=12
12 =12 aiddir.
Qeyd. x=0 oldugda y =0 alinarsa, funksiyanin qrafiki koordinat baslangicindan kegir.

® Orafikin koordinat oxlari ilo kasisma nogtasinin tapilmasi.

e Qrafikin absis oxu ilo kosigma noqtosini tapmaq tiglin funksiyanin tonliyindo y =0 yazib
hall edirlor.

e Qrafikin ordinat oxu ilo kasismo ndqtasini tapmaq t¢iin funksiyanin tonliyinde Xx=0
gotiiriib holl edirlor.

Misal. y = 2x —8 funksiyasinin qrafikinin oxlarla kasismo néqtasini tapin.

Holli.
absis oxu ilo ordinat oxu ilo
y=0 x=0
2x—8=0 y=2-0-8=0-8=-8

x=4
Cavab: (4;0) vo (0;-8)
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Diiz miitonasiblik.

y = kx diisturu ilo verilon funksiyaya diiz miitenasiblik deyilir. X —arqument, y- funksiya,

k- diiz miitonasiblik omsalidir. &

e Diiz miitonasibliyin grafiki koordinat
baslangicindan kegon diiz xatdir. Qrafiklor

k miisbatdirsa, I — IIT riibda 1

k moanfidirso, II — IV riibds olur.

y =—2x - in grafikini quraq.

Xotti funksiya
y =kx+b soklindo diisturla verilon funksiyaya xotti funksiya deyilir. X-arqument, y-
funksiya, k va b isa istonilon adoddir.

e k- ya diiz xattin bucaq omsali deyilir. k- amsali diiz xattin x oxu ilo amala gotirdiyi bucagi

gostorir. k miisbatdirsa, bu bucagq itidir, k menfidirss bu bucaq kor bucaq olur. k = Y olur.
X

e b — yo ibtidai ordinat deyilir vo diiz xoattin (qrafikin) y oxunu hansi ndqtods kosdiyini
gostorir.

e Xotti funksiyanin qrafiki diiz xstdir. k miisbotdirso, qrafik I — III riibdo; k manfidirss, II —

IV riibds yerlosir. 1 y

Xotti funksiya tiglin D(f ) = (— oo;+oo)

E(f): (—oo;+oo) n

Misal. y = 2x —3 funksiyasimin grafikini qurun.

Holli: Malumdur ki, xatti funksiyanin R Y

grafiki diiz xotdir. Diiz xatti qurmaq L/ 9

ticiin iki noqte lazimdir.

<
|

N O] X
1

= w
|

e Ogor k; #Kk, olarsa, diiz xatlor kosisir.

y=5x—-3 vo y=-4x+ 2 diiz xatlori kosisir.
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e Ogor k; =k,, b, #b, olarsa, diiz xotlor paralel olur.
y=3x—2 vo y=3x+5 diiz xatlori paraleldir.

e Ogor k, =k,, b, =Db, olarsa, diiz xatlor {ist-iisto diisiir.
y=3x—-5 vo y=3x-5 diiz xotlori iist-iisto diisiir.

e Ogor K, -k, =—1 olarsa, diiz xatlar bir- birine perpendikulyar olur.
y=2x-5va y= —% X + 3 diiz xatlori bir-birina perpendikulyardir.

e y=kx vo y =kx+Db - nin grafiklori hamiss bir-birina paralel olur.

Tors miitanasiblik
y = K diisturu ilo verilon funksiyaya tors miitonasiblik deyilir. x- arqument, y- funksiya,
X

K — isa tors miitonasiblik amsalidir. Tors miitonasibliyin qrafiki hiperbola adlanir.

XYy

o<

k > 0 olsa, grafik I- IIT riibdo; k <0 olsa, Il — IV riibds olur.

J D(f):(—oo;O)u(O;+oo) — -2
E(f)=(-0;0)u(0;+0) : 2

Modul funksiyalar

y= |X| soklinds olan funksiya modul funksiya adlanir.

D(f)=(~o0;40)  E(f)=[0;+0)

y= —| X| funksiyast ii¢lin

D(f ) = (— oo;+oo) E(f )= (— oo;O]

y= |kX+ b| funksiyast {i¢iin
D(f)=(~o0;+0)  E(f)=[0;+o0)

y= —|kX+ b| funksiyasi tigiin

D(f)=(—oo;+oo) E(f)=(— oo;O]
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e y=alkx+b| funksiyasi iigiin
0(1)= (o429
E(1)= v
e y =—alkx+b| funksiyasi iigiin
0(1)= (o429
E(f)= (-]
e y=alkx+b|+c funksiyasi iigiin
D)= (-4
a<0 olarsa, E(f)=(-o0;c]
a>0 olarsa, E(f)=[c;+e0) olur.
Misal. y =—[3x + 4|+ 3_funksiyas iigiin
()= (-ori1)

E(1)= (-]

Qrafiklors aid niimunolor agagida verilmisdir.

Ay Ya y4
X ] : a X
y =¥ y—ral y=[x-d
Y 4 Y 4
k
y=_
X
k<0 olduqgda X
X >
k
y:_
X
k>0 oldugda
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y= \/; Sfunksiyast ya
1.D(f) =[0;+0)
2. E(f)=[0;+)
3. Funksiyanin grafiki I riibdo yerlosir.
4. x=0 olduqda y =0. Ona géro do 0

funksiyanin grafiki koordinat baglangicindan kegir. y
y=+/x+a-nm grafikini qurmagq ii¢lin y = Jx -in

grafikini qurub, bu qrafikin har bir ndqtesini absis

oxuna paralel, a > 0 olduqgda a vahid sola, a<0

oldugda iso a vahid saga kociirmok lazimdir. 2!

Yy = /X + 2 - funksiyasinin grafiki sokilds verilmisdir. 0’ \ 0

Funksiyanin isara sabitliyi intervallari.

® Funksiyanin “+” oldugu aralig1 tapmaq iigiin y > 0 go6turdlir;

¢

® Funksiyanin “-” oldugu aralig: tapmagq iigiin y < 0 gotdralur;

® TFunksiyanin sifirlarini tapmag iiciin y = 0 g6turulir.

Artan va azalan funksiyalar.

Xy

® Funksiyani toyin oblastindan gotiiriilmiis istonilon x, <X, Ugtin f(x,)< f(x,) olarsa, belo

funksiyaya artan funksiya deyilir.

X ¢oxlugunda arqumentin bdyiik gqiymatine funksiyanin boyiik giymeti uygun golorss,

belo funksiyaya bu ¢oxluqda artan funksiya deyilir.

Misal: f(x)= x® funksiyasi artan funksiyadir. y;‘ y
x| y i
-2|-8 |
-1-1 WA
O O 1 1
1 Xp X,
2|8

3| 27

Gorundr ki, x arqumentinin qiymatlori artdiqca, y funksiyasinin qiymati do artir.
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® X <X, oldugda f(Xl) > f(Xz) olarsa bels funksiyaya azalan funksiya deyilir. X ¢oxlugunda

arqumentin boyiik qiymetina funksiyanin kicik qiymeti uygun golorse, belo funksiyaya azalan
funksiya deyilir.

Misal . f(x)=—x® azalan funksiyadur. 4y
xly L y
2|8 : '
101 |
0|0 NS
1]1-1 — >
21-8 X, X, X

Gorundr ki, x arqumentinin qiymatlori artdiqca y funksiyasinin qiymati azalir.
Artan va azalan funksiyalar birlikdo monoton funksiya adlanir.

f funksiyasi artandirsa, istonilon ¢ adadi li¢iin f+C —do artandir.

f funksiyasi artandirsa, istonilon ¢ >0 odadi tigiin cf - do artandr.

f funksiyasi artandirsa, istonilon ¢ <0 odadi ii¢lin cf azalandir.

fvog funksiyasi artirsa f + g funksiyasi da artir.

o ok~ WD

fvo g funksiyasi artandirsa vo monfi olmayandirsa, onda fg hasili do artandir.
7. f funksiyas1 artandirsa vo monfi olmayan qiymatlor alirsa, istonilon natural n adodi

Ucun f" funksiyasi da artan funksiyadir.

. . .. 1 .
8. f funksiyast1 X ¢oxlugunda artirsa vo isarasini saxlayirsa, 3 funksiyas1 da bu

coxlugda azalir. Mas: 1‘(x):x2 +2X+3 funksiyasi [—1;+oo) c¢oxlugunda artir vo miisbot

11
f(x) x?+2x+3

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) tokliflori azalan funksiyalar ii¢lin do dogrudur.

qiymatlor alir. Ona gora do g(x) = funksiyas1 [—L'+oo) araliginda azalir.

® y=kx+b; y=kxfunksiyalar1 k >0 olsa (— oo;+oo)- da artir.

k <0 olsa (—oo}+00)- da azalir.

® y- K funksiyast k > 0 olsa 6z toyin oblastinda azalir.
X

k <0 olsa 6z toyin oblastinda artr.

43



y= funksiyasi (— oo;2)u (2;+oo) araliginda azalir.

® f (X) funksiyasi X ¢oxlugunda artandirsa, — f(X) funksiyasi bu ¢oxluqda azalandir.

® f (X) funksiyasi X ¢oxlugunda azalandirsa, — f(X) funksiyasi bu ¢oxluqda artandir.

Toars funksiya

® (ziiniin har bir qiymatini arqumentin yalmz bir giymatindo alan funksiyaya torsi olan
funksiya deyilir.
® Verilmis funksiyanin tors funksiyasini tapmaq tgiin funksiyanin tonliyindo x-in
ovazing Y, Y —in ovazing is9 X yazib, y-i tapmaq lazimdir. Funksiyanin torsi f‘l(x) kimi isaro
edilir.
Misal. y = 2x+6 funksiyasinin tors funksiyasini tapagq.
X=2y+6
-2y =—-X+6
2y =X-06

1
=—X-3
y 2
Demali, y = %X —3 vo y =2Xx+ 6 funksiyalar1 bir-birinin torsidir.

® Tors funksiyanin toyin vo giymotlor oblasti 6z rollarini doyisirlor.

Mosalon, forz edok ki, f(x) funksiyast iigiin
D(f)=(0:+0)
E(f)=(-o;3)U(3+00)
Onda f(x)-in tars funksiyast {igiin
D(f)=(~0;3)U(3;40)
E(f)=(0;+w0) olur.
® Eyni bir koordinat miistovisindo tors funksiyalarin grafiklorini qursaq, onda gororik ki,

onlarin grafiklori y = X diiz xattins nazaron simmetrikdir.

® X ¢oxlugunda hor bir artan (azalan) funksiyanin tors funksiyasi var.
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Ciit va tak funksiyalar.

®
—
|
x
N—"
I

—f (X) olarsa,belo funksiyaya tok funksiya deyilir.

f(—x)= f(x) olarsa,belo funksiyaya ciit funksiya deyilir.
® Tok funksiyalarin grafiklori koordinat baslangicina gora simmetrikdir.

® (iit funksiyalarin grafiklori y oxuna gora simmetrik olur.

Ya YA

iclit

® Tok funksiyada f(1)=—f(-1)
Cit funksiyada f(1)= f(-1)

® Tok funksiyalarda f (0) = 0 olur. Cit funksiyada bu ola da bilar, olmaya da bilor.
Misal.
a) f (X) = x® —4x funksiyas1 tok funksiyadir,
f1)=1°"-4-1=1-4=-3
f(-1)=(-1°-4-(-1)=-1+4=3
goriiniir ki, cavablar qiymatco borabar, isaraco oksdir.
b) f(x)=2x*—x? funksiyast ciit funksiyadir,
f1)=2-1"-1?=2-1-1=1
f(-1)=2-(-)* - (-1 =2-1-1=1
Cavablar barabordir.
¢) f(x)=~/x ; y=x"+x y=3x+1 funksiyalar no tok, no do ciitdiir.
1. Iki ciit funksiyanin comi ciit funksiyadir [C]+ [C] = [C]
iki tok funksiyanin comi tok funksiyadir [T ]+[T]=[T]
Iki ciit funksiyanin hasili vo gismati ciit funksiyadir [C] [C] = [C]
Iki tok funksiyani hasili vo gismati ciit funksiyadir. [T] [T] = [C]

o &~ w D

Ciit vo tok funksiyanin hasili vo qismati tok funksiyadir. [T] [C] = [T]
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6. Ciit vo tok funksiyanin comi no tok, no do ciit funksiyadir, [C]+ [T] - n9 tok, na do ciitdiir.
1

7. f ciit (tok) funksiyadirsa, %- do ciit (tok) funksiyadir, yoni +—— = [C], [i = [T]

c] 7]
® y=a“, y=log, X, y=arccosx, y = arcctgx na tok, no da ciitdiir.
® y=log,[x ciitdir; f(x)=|x’|;y= JX va's. do ciitdiir.
® {(x)=0 funksiyasi hom ciit, hom do tok olan yegano funksiyadur.

® f (X) = a sabit funksiyas1 hamiso ciitdiir.

Kvadratik funksiya

y=ax’ +bx+c (a # 0) soklindos diisturla verilon funksiyaya kvadrat funksiya deyilir.
Bu funksiyanin grafiki paraboladir.

a > 0 olsa, parabolanin qollar1 yuxar1 yonalir.

a <0 olsa, parabolanin qollar1 asag1 yonalir.

¢ odadi funksiyanin qrafikinin y oxu ilo kosisdiyi ndqtoni gdstorir. Funksiyanin toyin

oblasti D(f)=(—o0;+o0) olur.

Parabolanin tops ndqtasinin koordinatlari (X; y) belo tapilir

b . b® —4ac
X=——) Yy=——r
2a 4a
2 J—
Ogor a > 0 olsa, onda qiymatlor oblasti [y;+oo) = {— %; + oo}
2 J—
a <0 olsa giymatlor oblast [— 0; y) = (— ;= %}

Kvadrat funksiyalarin grafiklorini qurmaq {iciin onu tam kvadrat ayirmagla, y =a(x—m)” +n

soklinds yazirlar.

® y=—ax®+n funksiyasinin grafiki y =ax’ funksiyasmin qrafikini OY oxu boyunca n>0

oldugda yuxari, n <0 olduqda asag siiriisdiirmoklo alinir.

® y- a(x — m)2 funksiyasinin grafiki y = ax® funksiyasinin grafikini OX oxu boyunca m>0

oldugda sola, m <0 olduqda saga siiriisdiirmaklo alinir.
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® y-—a(x—m) +n funksiyasimin qrafiki y=ax? funksiyasmm qrafikini n>0 oldugda

yuxari, N <0 oldugda asagi OY oxu boyunca, m >0 oldugda sola, m<0 oldugda saga OX oxu

boyunca siirtigdiirmoklo alinir.

Kvadrat baraborsizliklorin holli

ax?+bx+c>0, ax’ +bx+c<0 (a # O) va s. soklindo olan borabarsizliklora kvadrat

barabarsizlik deyilir. Burada x dayison; a,b,cC isa verilmis adadlordir.

1. a>0,D>0 oldugda parabolanin qollar y t a>0
yuxart yonolir vo absis oxunu XX, D>0
noqtalorindos kasir.
ax® +bx+¢ >0 = x e (—o0; X, ) U (X, +0)
ax® +bx+¢ > 0= x e (—o0;x, | U[x, ;+0) >
0 X, ) X

ax® +bx+c<0=xe(x;X,)
ax® +bx+c<0= xe[x;%,]
2. a>0, D=0. Bu halda parabola absis oxuna a>0

b D = O
toxunur vo X; =X, = “oa y A
ax? +bx+¢>0=> x e (=00, X, ) U (%,;+0)
ax® +bx+¢ > 0= x € (~ o0}+o0)
ax’ +bx+c<0=xe@  borababorsizliyin

0 X =
halli yoxdur. s
ax®> +bx+c<0=xe{x} borabarsizliyin
halli yalniz X = X; ododidir.
3. a>0, D<0. Parabola absis oxunu kosmir y a>0
A

vo ondan yuxarida yerlogir. D <0
ax” +bx+¢ > 0=> X € (— o0}+o0)
ax’ +bx+c<0=xe, borababarsizliyin
halli yoxdur. 0 X5
4. a<0 oldugda, boraborsizliyin hor iki
torofini  monfi biro vurmaqla, yuxaridaki
hallardan birino gotirmok lazimdir.
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y=aX n Sfunksiyast

1. n-cit, a>0 olarsa, y=ax"
clit funksiya olur vo qgrafiki parabola adlanur.
D(f )= (~oo;+00) 0
E()=[0:+=0) .

v

2. n-tok, a>0 olarsa, y=ax"
funksiyas1 tok, artan funksiya olur vo
grafiki kub parabola adlanir. 0

()= (- i4)
E(1) = (-ociv) y

3. n-cit, a<0 olarsa, y=ax"

v
>

funksiyasi ciit funksiyadir vo qrafiki

sokilda gostorilmisdir.
D(f ) = (— oo;+oo)
E(1)= (-ox0]

4. n- tok, a<0 olarsa, y=ax" funksiyasi tok, azalan funksiyadir vo qrafiki sokildo
Ya

gostorilmisdir.

Funksiyalarin tayin oblasti
Funksiyanin toyin olundugu noqtolor ¢oxluguna onun toyin oblasti deyilir vo D(f) ilo

isara olunur.
® y = kx+b xotti funksiyasi li¢iin D(f )= (— OO;+00)
oy =§ soklindo funksiya {igiin moxrocdoki ifado sifirdan forqli gotiiriiliir, y = %J
X—4%#0; x#4= D(f)=(-o0;4)U(4+0)

® y —ax’ +bx+c soklindo funksiya iigiin D(f ) = (— oo;+oo)



®y— |X|, y= —|X|, y = |ax+b|, y= —|ax+ b|, y= k|ax+b| +Csoklindo funksiyalar {igiin
D(f )= (—oo;+oo)
®y=ax" (n eN,aeR, a# 0) funksiyasi ticlin D(f): (— oo;+oo)

® y =1/ f(x) funksiyasi iigiin, n ciit olduqda, f(x)>0 olmalidir.

n tok oldugda D(f ) (— oo;+oo)

y= fl( ) funksiyasi ti¢iin, n ciit olduqda, f (x) >0 olmalidir.
R/ TX

n tok oldugda f(x)=0 géturilir.
® y = a” istli funksiyasi tigiin D(f ): (— oo;+oo)

® y=log, x funksiyas: {iglin logarifmin qarsisindaki ifade sifirdan boyiik gotiiriiliib,

hall olunur.

® y =sin X, y = cos X funksiyalar1 ligiin D(f ): (— oo;+oo)

® y =tgX liciin toyin oblast D(f)=(—%+ﬂk;%+ﬂ‘k), keZ

® y = CtgX iigiin toyin oblast D(f )= (zk; 7+ 7k ), k € Z

® y =arcsin x funksiyasi ii¢iin D(f ) = [— ZL'l]

® y —arccos x funksiyas {ligiin D(f) [— l;l]
® y — arctgx funksiyasi {li¢iin D(f ): (— oo;+oo)

® y =arcctgx funksiyasi ligiin D(f ) = (— oo;+oo)

Funksiyalarin qiymatlor oblasti
Funksiyalarin toyin oblastinda aldigi qiymotlor ¢oxluguna onun qiymsatlor oblast

deyilir vo E(f ) ilo isaro olunur.
® y = kx+b xotti funksiyasi {i¢iin E(f ): (— oo;+oo)

o y- 5 funksiyasi li¢iin E(f ) = (— oo;O)u (O;+oo)

®y—ax’+bx+c= a(x — m)2 +n funksiyasi ii¢lin

a>0 oldugda E(f)=n;+wo)

49



a <0 oldugda E(f)=(-oo;n], burada

b. _ b*-4ac

X olur.
2a 4a

y= |X|, y= |ax + b| funksiyalar tiglin E(f ) = [0;+oo) olur.
®y= —|X|, y= —|ax + b| funksiyalari tigiin E(f ): (— oo;O] olur.

oy=— k|ax+ b| + ¢ funksiyasi ti¢tin
k <0 oldugda E(f)=(-o0;c]
k>0 oldugda E(f)=[c;+0) olur.

®y-—ax" (acR,a=0,neN) funksiyasi iigiin
a >0, n citoldugda, E(f)=[0;+wx)
a >0, n tok olduqda , E(f )= (- oo;+0)
a <0, n citoldugda, E(f)=(~0;0]
E(f)=(-

a <0, n tok olduqda, o0; +oo)

® y—1/x funksiyast iigiin
n ciit oldugda, E(f )= [0;+0)
n tok olduqda, E(f )= (— oo;+oo)

® y — %/ funksiyasi iigiin
n ciit olduqda, E(f)=(-o0;0]
n tok olduqda, E(f)=(—o0;+o0)

® y =Y/ax+b funksiyasi li¢iin
n ciit oldugda, E(f )= [0;+0)
n tok olduqda, E(f )= (— oo;+oo) olur.

=—-Nax+Db funksiyasi ligiin
n ciit olduqda, E(f)=(-o0;0]
n tok olduqda, E(f ): (— a0;+00)

® y — \ax® +bx +c funksiyasi ii¢iin

2 —
a >0 olduqda [\/ﬁ;+oo) n=-— b” — 4ac

4a
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b? —4ac

a <0 oldugda [0;+/n], n=-—
4da

® y = a” iistlii funksiyast iigiin E(f)=(0}+o0)

® y—log, x funksiyas iigiin E(f)=(—o0}+00)

® y =sin X, y =cosx funksiyasi iigiin E(f )= [—l‘l]

® y —tgx, y=cCtgx funksiyalari iigiin E(f )= (—o0;+c0)
.

® y —arcsin x funksiyasi iigiin E(f)= {_ E’E}

® y —arccos x funksiyasi iigiin E(f)=[0; 7]
T

® y —arctgx funksiyasi li¢iin E(f ) = (— > ; Ej

® y —arcctgx funksiyasi iigin E(f)=(0;7)
funksiyasinin toyin oblasti D(f ) = (— oo;+oo)
funksiyasinin qiymaotlor ¢oxlugu tam odadlor ¢coxlugudur, E(f ) =Z

]
]
} funksiyasinin toyin oblasti D(f ) = (— oo;+oo)
}

[ ]
<
Il
~— ~— — —
>

® y = iX; funksiyasimin giymatlor oblasti E(f ): [O;l)- dir.

Misallar: a) y:(2x—1)§ D(f)="

Kosr iistlii qlivvatin torifine gore 2x-1>0= x> %

b) y= (3 — 4X)7§ funksiyasi ti¢iin D(f ) =7

3-4x>0=-4X> -3 X<%:>D(f):(—oo;gj

C)y= arccos(3 —/X +1) tayin oblast1 tapin.

~1<3-/x+1<1

—4<—fx+1<-2
2<x+1<4
4<x+1<16
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3<x<15 demoli, D(f)=[3:15]

d) y =3vx—2+1 funksiyasinin gqiymatlor oblastini tapin.

y=3Vx-2+1= 3JX =y-1=JX _y 1 y3 >0=>y>1

e) y =-5sin 3x+ 7 funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.
—-5sin3x+7=y
—5sin3x=y-7

sin3x=y—_7:>sin3x:7_Ty

burada, —1<sin 3x <1 olduguna gora

-y
5

~5<7-y<5

-1< <1

-12<-y<-2
2<y<12

2) Yy=+2+6x—x* funksiyasimnin qiymotlor oblastini tapin.
| isul. y=+v2+6x—x° =~ (x* —6x—2) =~ ((x—3)* ~9-2) = {11 (x—-3)’
buradan gorindr ki, (X —-3)* homiso >0 oldugundan ifadonin qiymotlor oblasti

0<11- (x—3f <11 = [o;411]

Il Usul. a<0 oldugu iigiin y=+/2+6x—x? funksiyasinin qiymatlor oblasti [0;+/n]

olur.

_b’-4ac_ 6°-4-(-1)2_36+8_44 .

T h 4.(-1) 4 4

Onda, cavab [0; \/1_1] olur.

f) y =3sin xcos x funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.

y =3sin XCOsX = gsin 2x kimi yazag, —1<sin 2x <1 oldugundan

I\JIOO

3 33
<y<2 = E(f)=]-2;2
y 2:()[22}

g) y=4cosx+3sin x funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.
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y=acosx+bsin x tipli funksiyalarin qiymotlor oblasti [—\/ a’ +b? ;\/ a’ +b*]-dir.

Onda va? +b? =42 +3? =16+9 =5. E(y)=[-55] alariq.

h) y= 3 _3 funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.
+

Ovvalca tars funksiyani tapaq

V=5 _yo 4xy+7x =3y —5=4xy—3y =-5-7x=>y(4x-3)=-5-Tx=>y = —S- X
4y +7 4x-3

Bunun toyin oblasti

4Xx-3#0=4x#3=X ;t%
. . 3 3 : .
Demali, tors funksiya tigiin D(f ) =| —o0; 2 v, 2 ;+oo . Qarsiligh tors funksiyalarin toyin vo

qiymotlor oblast1 6z rollarmi doyisir. Onda E(y)= (— o0; %) U (% ;+00j :

m)y=—; funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.
X®+2X+3
y= 6 B 6
X2 +2x+3  (x+1) +2
Aydindir ki, bu ifadonin moxraci (x +1)* +2 > 2. Onda + < 1 har torofi 6-ya
(x+1)+2 2
vursag
SR NP S
(x+1+2 2 (x+1)° +2
Digor torofdon LZ homiso miisbotdir, yani y > 0. Onda E(f)= (0;3] alarq.
(x+1)° +2
6 : .
n) y = ————— funksiyasinin toyin oblastin tapaq.
X*+2x+3

y__ 6 6
X +2x+3  (x+1) +2

(x+1)* + 2 ifadosinin x- in istonilon qiymatinde manasi var. Onda D(f ): (— oo;+oo) alinir.

Dovri funksiyalar
Tobiotdo bir sira proseslor var ki,onlar vaxtasiri tokrarlanir. Belo proseslor dovri
proseslor adlanir. Masalon, Yer kiirosinin Giinos otrafinda tam bir dovriiniin 1 il olmasi, gecodon
sonra glindiiziin golmoasi vo s. DOvri doyison komiyyatlor arasindaki asililiq dovri funksiyalarla

miioyyon olunur.
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®Tutaq ki, y= f(x) funksiyas1 verilmisdir vo elo T # 0 odadi vardir ki, bu funksiyanin

toyin oblastindan olan istonilon X U¢ln X-T vo Xx+T —do toyin oblastina daxildir vo
f(x—T)=f(x)=f(x+T)

barabarliklori 6donilir. Onda f(x) funksiyasina dovrii T olan dévri funksiya deyilir.

® Sifir istonilon funksiyanin dovriidiir. Dovri sifir olan funksiyalar maraqli deyil. Ona

gorado T =0 goturalur.

® Tododi f (x) funksiyasinin dovriidiirse, onda istonilon n tam adadi {igiin NT odadi

do bu funksiyanin dovridiir, demali, T adadi f funksiyasinin dovridiirss, - T ododi do f

funksiyasinin dovridiir.
® Tutag ki, y= f(X) Vo y= g(X) dovri funksiyalardir vo f funksiyasinin dovrii T, ,

g funksiyasimnin dovrii iss T, - dir.

Onda f+g; f—g; f-g; i funksiyalarin dovrii T=9KOB(T,,T, ) olur.
g

® Funksiyanin on kicik miisbat dovriine onun asas dovrii deyilir.

® f(X) = C sabit funksiya dovri funksiyadir vo istonilon adod bu funksiyanin dovriidiir.

Mos. y =6 Bunun dovrii istonilon odoaddir.
® RBiitiin rasional adadlor Drixle funksiyasinin dovriidiir.
® f(x)=[x] funksiyas1 dévri funksiya deyil.

®f(x)= {x} funksiyas1 dovrii funksiyadir, istonilon tam miisbat adod bu funksiyanin

dovriidiir. On kicik miisbot tam odod 1 oldugu iiclin on kigik miisbot dovr 1-dir. Ogor

f(x)= {kx+b}, k,b e R olarsa, an kigik miisbot dovr T = 1 olur.

i
® Sinus va kosinusun an ki¢ik miisbat dovrii 27;tg vo ctg Ugln x-dir.
® f(x)=C+{x}= osas dovrii T =1

® f(x)=C-{x}= osas dovrii T =1

® f(x)={C-x}= osas dovrii T =%

® f(x)= {%} = osas dovrii T =C
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® f(x)={m-x}+{n-x}= osas dovrii T=6KOB(%;%J

Misal a) f (X) = {X}— {ZX} funksiyasinin asas dovriinii tapin.

1

T=9KOB (1; %j =5 OKOB(21)==>-2=1

N |-

b) f(x)= {g} -2 {g} funksiyasinin asas dovriinii tapin.

T=9KOB (llj =9KOB(3;5)=15
m n

Funksiya grafiklorinin hondasi ¢cevrilmasi.
y= f(x) funksiyasinin grafiki molum olduqgda bir ne¢o miistovi ¢evrilmolorin komoyi
ilo (paralel kogiirmo, ox vo morkozi simmetriya vo s.) daha miirokkob sokilli funksiyalarin
grafikini qurmagq olar.
L f(mx) funksiyasinin grafiki m>1 oldugda f(X) funksiyasinin qrafikinin absis oxu

boyunca m dofs “sixilmasindan”, 0 <m <1 olduqda iso m dofs “dartilmasindan” alinir.

y A y yA
A
y = f(x) y:f[lxj
y = f(2x) 2
%2 [ W) J 2
Y 0 Tx — 3 0 3 x-12/ 0
_ ® _2 L ¢ '2 [ ] '2

® f(X + C) funksiyasinin qrafikini f (X) funksiyasinin qrafikinden almagq {igiin onu absis

oxu boyunca C miisbat olduqda sola, C monfi olduqda iso saga C godor siiriisdiirmok (paralel

kogiirmak) lazimdir. X
A

Y W y

LN 1P/

-

N

5 X

_;/ l§
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® nf (x) funksiyasinin grafikini n>1 olduqda f(x) funksiyasinin grafikindon alma
q

ti¢lin onu ordinat oxu boyunca n dofs “dartmaq”, 0 <n <1 olduqda iso n dofs “sixmaq” lazimdir.

\, RN

3 6\=x -6

'2 0'1

ty

y=2f(x) |4

-4

® f(x)+k funksiyasinin qrafikini f(x) funksiyasinin qrafikinddn onu ordinat oxu

boyunca k >0 oldugda yuxari,

(siirtisdiirmokYs) almagq olar. N y
A

k<0 oldugda iso asagi k qodor paralel kogiirmoklo

y

A

® f(— X) funksiyasmin qrafiki f(X) funksiyasinin qrafiki ilo ordinat oxuna, — f(X)

funksiyasimin qrafiki iso f (X) funksiyasinin grafiki ilo absis oxuna nozoron simmetrikdir.

v

A

Y
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oy | f (XX funksiyasinin grafikini qurmagq ii¢lin, y = f(x)- in grafikini qurub, alinmig
grafikin absis oxundan asagida galan hissosini simmetrik olaraq yuxari ¢evirmok lazimdir.

A Yy

Triqonometrik funksiyalarin dovriiniin toyini

® Trigonometrik funksiyalarin qlivvati verildikds, onun dovrii asagidaki kimi tapilir.

2r
o™ (s b)} T = K (m tak oldugda)
m :
cos"(kx+b)] T :ﬁ (m cut oldugda)

Tangens vo kotangens funksiyalar1 {i¢lin

tg™ (kx+b) }:T 7

ctg" (kx+b) K|
a) f(x)=tg5x Ugin T:é:%
b) f(x)=cos®(2x+5) gun T:%:%{:ﬂ

® Trigonometrik funksiyalarin comi va ya forqinin periodunu tapmagq tigiin har bir funksiyanin

periodu ayriligda tapilir vo sonra bu periodlarin O©KOB-u tapilir.
f (x)=2cos® 4x —sin ? 3x funksiyasmin dévriinii tapaq

2cos® 4x funksiyasmin dévrii T, = 27 _ %

sin23x funksiyasmnin dovrii T, :%
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T=9K0B (T1!T2): QKOBKZ;ZJ B ﬂKOB(ﬂ-;ﬂ) S T
2'3) £BOB(23) 1
® Trigonometrik funksiyalarin hasilinin dovriinii tapmaq ii¢lin, hasilin como ¢evrilmosi
diisturundan istifade edib, hasili coma vo ya forqo gotirirlor. Sonra yuxarida dediyimiz

gaydani totbiq edirik.

a) y =sin 2x-sin 4x funksiyasinin dovriinii tapagq.

y =sin 2x-sin 4x = COSZX;COS(SX :30032x—%0036x
T 22772-272'
= TZSKOB(TI,TZ):GKOB ﬂ;z = 7r alinir.
2r 7 3
T,=—==
6 3

b) f (X) =sin* x+sin? xcos® x +cos® X +3 funksiyasinin dévriinii tapaq.
f(x)=sin 2 x(sin ? X+ cos? x)+ cos? Xx+3=sin 2 X+C0s* X +3=1+3=4
bu iso sabit funksiyadir. Ona gora do dovri funksiyadir. Istonilon adod bu funksiyanin

dovriidiir. ©n kicik miisbat dovrii ise yoxdur.
e y=xsinx; y=x+tcosx; y=tgx" soklinds olan triqgonometrik funksiyalar dovrii
deyil.

y =sinx funksiyasimin xassalori va qrafiki
® Tayin oblast1 biitiin haqiqi adadlor ¢oxlugudur: D(f ) = (— oo;+oo)
® Qiymotlar oblasti E( f ) = [— l;l]
® Funksiyanin sifirlari: x =7k, k€ Z

®Tok funksiyadir. sin (— X)= —sin X. Onun qrafiki sinusoid adlanir vo koordinat baslangicina

nazaron simmetrikdir.

® Dovri funksiyadir, osas dovrii T = 27 - dir, sin(x+27k) = sin x

® Artma araliglar: X € [— % + 27K % + 27ij| . Cevra boyunca I vo IV riiblords artir.
® Azalma araliglar: X € [% + 27K; 37” + 272,1(} . Cevra boyunca II va III riiblords azalir.

® Funksiyanin miisbat oldugu aralqlar: Xe(27zk;7r+27zk). Cevra boyunca I vo II riiblordo

musbatdir.
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® Funksiyanin monfi oldugu araliglar: X e (—7z+27zk;27zk). Cevra boyunca III vo IV riiblordo

moanfidir.

® Funksiyanin minimum noqtalori: X = —% +27K; Yo =1

® Funksiyanin maksimum noqtalori: X = %+ 27K; KeZ; Yo =1

y =cosX funksiyasinin xassalari va qrafiki

¢ Toyin oblast1 biitlin hoqiqi adadlar ¢oxlugudur: D(f ) = (— oo;+oo)
e Qiymaotlor oblasti E(f ) = [— l;l]

e Funksiyanin sifirlari: X = %+ 7K

e Cit funksiyadir. COS(— x): CcoSX. Onun grafiki kosinusoid adlanir vo ordinat oxuna nozoron
simmetrikdir.

o Dovri funksiyadir, osas dovrii T = 27 - dir, cos(x + 27K )= cos X
e Artma araliglari: X € [— T+ 27zk;27zk]. Cevro boyunca II va IV riiblordo artir.

e Azalma aralhiglar: X e [27zk; T+ 27zk] . Cevra boyunca I vo III riiblordoe azalir.

e Funksiyanin miisbot oldugu araliglar: X e (— % + 27K; % + 27zkj. Cevro boyunca I vo IV
riiblorde miisbotdir.

e Funksiyanin monfi oldugu araliglar: X e (% + 27K; 3?” + 27sz . Cevro boyunca II va III

riiblordo manfidir.
e Funksiyanin minimum néqtoleri: X =7+ 27K; y,;, =-1

¢ Funksiyanin maksimum noqtalori: X =27K; vy, =1
A
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Kosinusiod % qadar sola siiriigdiiriilmiis sinusoiddir.

Ordinat oxunun [— 1;1] pargasina sinus xotti deyilir

y =tgx funksiyasinin xassalori va qrafiki

Toyin oblasti: D(f)= (— % + 7K; % + ﬂk} ,yoni X = %+ 7K qiymatlorindon basqa x-in bitiin

qiymatlarinds tayin olunub

Qiymotlor oblasti :E(f ):(— oo;+oo). Funksiyanin giymatlor ¢oxlugu biitiin haqiqi odadlor

¢oxlugudur. Funksiyanin ©BQ vo OKQ — i yoxdur.

Funksiyanin sifirlart: X = 7K

Tok funksiyadir. tg(— X) =—tgX.

Dévri funksiyadir, osas dovrii T = 7 - dir, tg(x+ 7k ) = tgx
Funksiya 6ziiniin toyin oblastinda artir.

Funksiya azalmir.

Funksiyanin miisbat oldugu araliglar: x e [ﬂk%-i—ﬂkj Cevra boyunca I vo III riiblordo

miusbatdir.

Funksiyanin monfi oldugu araliglar: x e (—%+ 7Zk;7zkj. Cevra boyunca II vo IV riiblords

monfidir.

|

|

I
SIE]

Y = clgx funksiyasinin xassalori va qrafiki

e Toyin oblasti: D(f )= (7zk;71'+ 7zk) X=7K qiymotlorindon basqa x-in biitin qiymotlorindo

tayin olunub
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e Qiymotlor oblast :E(f ):(— oo;+oo). Funksiyanin qiymatlor ¢oxlugu biitiin hoqiqi adadlor

¢oxlugudur. Funksiyanin ©BQ vo OKQ — i yoxdur.

e Funksiyanin sifirlari: X = %+ 7K

e Tok funksiyadir. ctg(-x)=—Ctgx.
e Dovri funksiyadir, asas dovri T = 7 - dir, Ctg(X + 7zk) = Ctgx
e Funksiya artmur.

e Funksiya toyin oblastinda azalir.

miusbatdir.

Funksiyanin miisbat oldugu araliglar: X e (ﬂk;%+ﬂkj. Cevro boyunca I vo III riiblorde

e Funksiyanin monfi oldugu aralhiglar: X [% +7K; 7T + 7ij Cevro boyunca II va IV riiblords

manfidir.

Funksiyanin grafiki asagidaki kimidir.

y A
t 0 >
. 3r - T T T 3n 2m x
2 2 2 2

Misal. Miiqayiss edin
Vg 3
a) tg— votg—
) tg 5 g 5
tgx artan funksiyadir, onda tg% ~tg % > tgg

b) ctgg ) ctg%

ctgx azalan funksiyadir, ctg % > Ctg%
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Nogqtonin atrafi

Verilmis noqtoni 6z daxilinds saxlayan intervala homin ndqtonin otrafi deyilir.

Xo —O Xo Xo +0
@

v

®
Xy € (X — 0 Xy +0)
Xog =0 <Xy <Xy +0
Xo —0 V3 Xy +0 X, ndqtosinin sol vo sag otraflaridir.

Funksiyanin artimi.

Tutaq Ki, X va X, sorbast doyisenin iki qiymatidir.
X —X, forqina sorbast doyisonin vo ya arqumentin artimi deyilir.
AX=X—=X, = X=X, +AX
Arqument artim aldiqda funksiya da artim alir.
Ay = Af = f(x)— f(x,)
Misal. f(x)=x> x,=2 x=19 olarsa, Ax=? Ay="?
AX=X-X%X,=19-2=-01
Ay = f(x)—f(x,)=(9)* —2° =384—-4=-0,16
Funksiyanin toramasi.

Arqumentin artim1 sifira yaxinlasdigda funksiya artimimin arqument artimina olan

nisbotinin limitine funksiyanin X, ndqtosinds toromasi deyilir.

£/(0)= tim 2* — fim fx +A%)- f(x,)
Ax—0 AX  Ax—0 AX

Noqtada toromosi olan funksiyaya homin ndqtode diferensiallanan funksiya deyilir.
Funksiyanin téromoasinin tapilmasma diferensiallama deyilir. Funksiyanin téromoasi homin

funksiyanin doyisma siiroti demokdir.

Toromoanin hesablama qaydalart.

1. Sabitin toromosi sifra borabordir.
3 =0 (-73) =0
2. Arqumentin (sorbast doyigonin) toromasi 1-o borabordir.
x' =1
3. Sabit ododi téromo isarasi xaricing ¢ixartmagq olar.

(3x) =3-x' =3.1=3
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4. Comin (forqin) téromasi toromolorin comind (forqino) borabordir.
(U+o) =u" +0' vo (Uu-v) =u'-0
5. Hasilin téromasi
(u-v) =u"-v+0"-u
Bu distura Leybnis disturu deyilir.

6. Kosrin toromosi bels tapilir.

! Iy 1
(Ej :M, homdo v#0

1% 1)2

7. Qlivvat funksiyasinin toromasi
(Xn)/ =n- Xn—l X X/

8. Kvadrat kokiin toromasi barabardir: kokalt1 ifadanin toraomasi boliinsiin kdkiin iki misli

X 1
) o2

9. Basqa kdoklorin téramosini tapmagq ii¢lin ovvalco onu qilivvat kimi yazib, sonra onun téromasini
almaq lazimdir.
10. Sinusun téromasi
i~ /
SIN° X=CO0SX-X
11. Kosinusun téromasi
/ H /
COS X=-SIN X- X

12. Tangensin toromasi

1
tg'x=——x'
COS“ X
13. Kotangensin toromasi
ctg'x=———-x’
sin © X

a) (2x*+5x) =(2x?) +(65x) =4x+5

Y (1.,) 1
b) |=—| =|=x*| ==-3x* =x°
3 3 3

4 \ 4 .(6x+2)-(5x+2) -4 -20
Y [ j - (5x+2)°  (5x+2)
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® Funksiyanin toromosinin toromasing onun 2-ci toromasi deyilir. Yiiksoktortibli toromalor

y" oy, y(’V), y("), y(V’) kimi isara olunur.

a) (x* —3x* —5x* —7)" =(ax® —9x® —10x)" = (12x* —18x—10)' = (24x—18) =24

b) (x* —3x* —2)' = (4x® —6x) =12x> -6

Tors funksiyanin toromasi

Tutagq ki, y= f(X) funksiyasi (a;b) araliginda kosilmoz funksiyadir vo onun f’(x)

toromasi sifirdan forqlidir. Bu zaman verilmis funksiyanin tors funksiyasinin téromosi var vo

asagidaki kimidir.

g’(yo)=%xo)

Misal. @) f(x)=+/2x-3 funksiyasinn tors funksiyasmin toromesini tapin.

o'(y)=-t =t 1 3oy

f/(x) (2x-3) 2
22x-3  2J2x-3

b) f(x)=+/x-5 funksiyasmin tors funksiyasmnin téromosini tapin.

1 1 1
g'(y)= = = =2Jx-5=2y
f'(x) (\/x—Sy 1
2+/X—-5
Toars triqgonometrik funksiyalarin toromasi
. 1 1
1) (arcsin x)' = = X! 3) (arctgx) = x!
1
2 =- X! 4 tox) =— X!
) (arccos x) — X ) (arcctgx) 7
Misal.
: / 1 / 1 (x-3) 1 1
a)larcsin vx-3) = ———=-Wx-3) = . = . =
)( ) 1_( X_3)2 ( ) V1-x+3 2Jx-3 J4-x 2Jx-3
_ 1
2,/(x=3Y4-x)
1 / 5x*
b tox°) =— (x°) =-
) freeigef ——— L () - 5

Ustlii funksiyamin téromasi

1) y =e* funksiyasina eksponent funksiya deyilir.

/
(ex) :ex _X/
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(e =e . (-4x) =—de™
2) y=a* iistlii funksiyanm toromosi asagidaki kimi tapilir.
(@) =a*ma-x’
a) (3f =373 (- x® +1)f =—2x-37" 13

a2 ) @) +)-fer+f -2* _2*nofer+)-e* -2t _
o 160=( ) el o]

_ 2*((eX +1)In 2—ex)

(ex+1)2
Loqarifmik funksiyanin toramasi
1
1) (Inx) ==-x
) (In x) X
2X° +4X 2X° +4X 2(x +2x) X" +2X
1
2) (I = X!
) (log, x) = ——-x
. 2 1
M I I ! 2 = . 2 /= =
sal. log 7 (2x) 2xIn7 (2x) 2xIn7  xin7

Qiivvat funksiyasinin toromasi
) -
Misal. (x'g?’)/ =lg3 x'®** =Ig3.x'9*"9" = |g 3. x'9°°
2 2x+1

o) (6 ) =[x ] =260 -

Miirakkab funksiya va onun toramasi.

Wl

Tutaq ki, y = f(X) funksiyasi verilib. Forz edok ki, X = g(Z). Onda

y=1(g(2))
alariq.
Verilmis funksiyanin arqumentinin 6zii basqa bir doyismonin funksiyasi olarsa, belo
funksiyaya miirokkab funksiya vo ya funksiyanin funksiyasi deyilir.
Miirokob funksiyanin téromaesi borabordir: funksiyanin téromesi vurulsun arqumentin

tOromasi.

a) [(3x3 +4x7 - 2)100} ~100(3x + 4x% —2)" . (3 + 4% —2f =

65



99

—100(3x® +4x2 — 2 - (9x? +8x) = (900x? + 800X )3x° + 4x* —2)
b) (sin 2 x) = 2sin x-(sin x)' = 2sin xcos x = sin 2x

¢) [sin®(4x+5)] =3sin?(4x+5)-[sin (4x+5)] =3sin2(4x +5)cos(4x + 5)- (4x +5) =
=12sin ?(4x +5)cos(4x +5)

(5x* +5)

e) [tg®(5x? +5) =3tg?(5x* +5)-[tg(5x* +5)] =3tg?(5x? +5)-m -

_ 30xtg?(5x* +5)
~ cos?(5x% +5)

Misal:  f(x)=2x+3 vo g(x)=x*-2x+2 funksiyalari verilmisdir. —g(f(x—1))="?
komporisiyasini qurun,
f(x—1)=2(x-1)+3=2x-2+3=2x+1
g(f(x=1))=(2x+1)° —2(2x+1)+ 2 =4x* + 4x+1-4x -2+ 2 =4x* +1
Misal: f(x)=x?, g(x)=+/x +1 funksiyalari verilib. g(f(-2))="2
Holli.
f(-2)=(-2)*=4
9(f(-2))=g(@)="4+1=2+1=3
Misal: f(x)=2x%+3x+1 vo g(x)=3x—2 olarsa, f(g(x))="
f(g(x)=23x—2)* +3(3x—2)+1=2(9x> ~12x+4)+ 9x —6+1=
=18x* —24x+8+9x —6+1=18x* —13x+3
9(f(x)=3(2x% +3x +1)— 2 = 6x% +9x+3—2 = 6x* +9x +1
Misal: f(x)=x-f(x—1)+3 oldugu molumdur. f(1)- i tapmn.
x=0 olarsa, f(0)=0-f(0-1)+3=0-f(-1)+3=3
x=1olarsa, f(1)=1-f(1-1)+3=1-f(0)+3=1-3+3=6
c =g 10 = 160 1)
Funksiyanin artmast va azalmasi araliqlari

1) Funksiyanin téromasi hansi araligda miisbatdirss, homin araliqda funksiya artir.

2) Funksiyanin toromosi hansi araligda monfidirss, homin araliqda funksiya azalir.
Demoli, funksiyamin artma, azalma araliqlarmi tapmaq iciin f’ (X) >0, f ’(X) <0

barabarliklarini hall etmak lazimdir.
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QEYD. f/(x)>0, f/(x)<0 borabarsizliyini hall etmok iigiin imumilosmis intervallar
tisulundan (Darbu teoremindon) istifado etmok olverislidir.

Funksiyanin toromosinin olmadigi vo ya sifira borabor oldugu noqtolor onun toyin
oblastini elo araliglara boliir ki, bunlarin hor birindo funksiyanin isarosi sabit olur.

Funksiyanin artma- azalma araliqlarinin tapilmasi ii¢iin imumi qayda:

1) funksiyanin toyin oblast1 tapilir. D(f )
2) funksiyanin téromosi tapilir. f’ (X)

3) toromonin sifira borabar oldugu vo téramenin tayin olmadigi ndqtaler tapilir. f’ (X) =0

4) 9dad oxu bu noqtalarlo boliiniir.
+ + +

5) Téromonin araliqda isarasi toyin edilir.

Xl XZ X3
6) Homin ndqtalords funksiyanin kasilmazliyi yoxlanilir.
7) Kosilmoz oldugu nodqtalor artma vo ya azalma araligina daxil edilir.
8) Artma aralifi funksiyanin toromosinin miisbat qiymaotlorine, azalma araligi iso

toromonin manfi qiymatlorine uygun galir.

a) f(x)=3x-0,5 b) f(x)=5-2x c) f(x)=-2x>+3x+4
D(f)= R kosilmozdir D(f)= R kosilmozdir D(f)= R kesilmozdir
f'(x)=3>0 f'(x)=-2<0 f'(x)=0= -4x+3=0=
homiso artir homiso azalir = X= % va bu ndqtado
kosilmozdir.
Y
3
4

3 3.
—o0;— | artir, | —;+o0 | - da azalir.
4 4

d) f(x)=[3x~1
D(f)=R
3x-1, x>1 3, X>=
3x 1= 3, f(x)=
~(Bx-1), x<= ~3,x<=
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X :% noqtesinde funksiya kesilmozdir. Onda funksiya [%ﬁooj araliginda artir. (— oo;l}

araliginda azalir.

e) f(x):2x+i2
X

f'(x)=(2x)" + (X’2 )/ =2- X_22 X =0 olduqda toromo yoxdur. 2-— x_22 =0= x=1. Demali,

(— oo;O)u [1;+oo)- da artir; (0;1]- do iso azalir. * — *

Funksiyanin bohran noqtalari

*
L X4

f/(x,)=0 boraborliyi 6donen X, ndqtesina f(X) - in stasionar noqtosi deyilir.

% Funksiyanin téromosinin olmadigi va sifira barabor oldugu noqtalorind onun boéhran

noqtalari deyilir.
Misal: a) f (X) = X® —4X+8- in bohran ndqtesini tapin.

f’(x):(x3—4x+8)/ =3x% -4

W —4=0=3 4ol = Ty m 42
3 V3
b) f (x) =3X—7 xotti funksiyasinin béhran ndqtolorini tapin.
f'(x)=(38x-7) =3
3#0. Demoali, bohran noqtesi yoxdur.

c) f(x)=tgx

f/(x)= (tgx)/ = 12 = 12 =0 =01 bohran noqtasi yoxdur.
COS™ X Cos™ X

d) f(x)=2x+ iz - nin bohran ndqtasini tapin.
X

3 3
f’(x):2X - 2, 2 - 2 0= 2x°-2-0=2x° 2= x° 1= x =1
X X

Digor torofdon X =0 oldugda moxrac sifir olur. Demali, sifirda téromo yoxdur. Ona gora

do verilmis funksiyanin béhran noqtasi 0 vo 1 —dir.
< Bohran noqtolerinds funksiyanin qrafikine toxunan ya absis oxuna paraleldir ( ' (X) =0

olan ndqtalar); ya da absis oxuna perpendikulyardir vo ya toxunan yoxdur. (téromonin olmadigi

noqtalar)
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Funksiyanin maksimum vo minimum noqtalori
1) x, noqtesinds téramos 6z isarasini miisbatdon monfiys doyiserse, onda X, maksimum
noqtadir.
2) X, noqtesinde tdromo 6z isaroesini monfiden miisbato doyigerse, onda x, minimum
noqtadir.
X, - maksimum noqtadir.
X, - minimum noqtadir.

Ay Ay

v
v

0 X, X 0 X, X

Qeyd. Funksiyanin minimumu homiso maksimumundan ki¢ik olmalidir.
¢ Funksiyanin maksimum vo minimum ndqtalorine onun ekstremum ndqtslori deyilir.
% Funksiyanin maksimum noqtesindo aldigi qiymotino onun maksimumu, minimum
noqtosinds aldig1 qiymating i1s9 onun minimumu deyilir.
% Funksiyanin maksimum vo minimuma onun ekstremumlari deyilir.
% Yuxaridaki 1 vo 2 tokliflori ekstremumun varligi ii¢iin kafi sort adlanir.

R/

% Ekstremumun zoruri sorti iso Ferma teoremi ilo ifado olunur. Bu teoremo goro “X,

noqtasi funksiyanin ekstremum noqtasidirse vo bu ndqtado téromo varsa sifira borabordir” Bu
teoremin torsi dogru deyil, yoni téramanin sifir oldugu ndqtade funksiyanin ekstremumu olmaya

bilor. Odur ki, Ferma teoremi ekstremum iigiin zoruri sort adlanir.

> f(X):|X| funksiyasinin sufr noqtesindo toromasi yoxdur. Demali, sifir bohran

noqtasidir. Hom da sifir minimum noqtadir.

Misl. a) f(x)=|x—4|

f(X)={X_4’ x4 f’(x):{l’ x=4

—(x—4),x<4:> -1, x<4

X =4 noqtesinds funksiyanin téoramasi olmadigindan bohran noqtesidir.
b) f(x)=+x-5
Bu funksiya iigiin D(f )= [5;+0)
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f/ (X): 5 ! 5 X =5 noqtesinda toroms yoxdur, lakin X =5 ndqtesi funksiyanin toyin
X_

oblastina daxil olsa da, onun daxili noqtosi deyil vo demsoli, bohran noqtesi do deyil. Bu

funksiyanin bohran noqtosi yoxdur.
c) f(x)=3x>—-3x> +4x+2 D(f)=R
f/(x)=9x* —6x+4
f/ (x) =0, D <0 oldugundan funksiyanin bohran néqtslori yoxdur.

6) f(x)=3x

D(f )=R, f'(x)= ! X =0 noqtesinds funksiyanin téromasi yoxdur.

R/x?
Lakin bu ndqto funksiyanin toyin oblastinin daxili ndqtssi oldugundan, funksiyanin

bohran noqtosidir. Bu ndqte otrafinda téromenin isarssi doyismodiyindon ekstremum ndqtasi

deyil.
d) f(x)=3x>—5x®+2 funksiyasinn ekstremumlarini tapin.
D(f)=R, f'(x)=(3x° —3x* +2) =15x* —15x
15x* —15x* =0
15x%(x? —1):0:> x=0; x=1 x=-1.

X (—o0;—1) -1 (-1,0) 0 (0;1) 1 (1;+0)
f'(x) + 0 _ 0 _ 0 +
) | 4 AW 2 W 0 —

max min
Xn =1 X =—1
Ynin =0 Yiex =4

(0;2) noqtasi no maksimum, no do minimum ndqtodir.
Funksiya (— oo;—l]u [l;+oo)- da artir.
[-10]ufol] =[-11] - do azalr.
Funksiyanin an boyiik va an kicik qiymatlori
Funksiyanin parcada an boylik va on kigik qiymatini tapmagq li¢lin
1) funksiyanin téromasini tapmaq
2) funksiyanin béhran ndqtalorini tapmaq

3) funksiyanin verilmis pargaya daxil olan bohran ndqtslerinde vo parcanin uclarinda

giymsatini hesablamaq, alinmis adadlordon on boyiiyiinii vo on kigiyini segmok lazimdir.
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Misal. @) f(x)=x®—-15x*—6x+1 funksiyasiin [-2;0] pargasinda on boyiik vo on
kigik qiymatini tapm.
1) £/(x)=(x* —15x% —6x+1) =3x* —3x—6
2) 3x* -3x-6=0=>x,=2 vo ya X, =—1
2¢[-2,0] vo —1€[-20]
f(-1)=-1-15+6+1=45
f(-2)=-8-6+12+1=-1
f(0)=1

Misal. a) 20 odadini monfi olmayan elo iki odadin comi soklindo gostorin ki, bu

adodlarin kvadratlart comi on kigik olsun.
Holli

Odadlordon biri x olsun. Onda o birisi adod (20—Xx) olar. Onda mosalo [0;20]
parcasinda f (X) =x? +(20- X)2 funksiyasinin on kigik qiymatinin tapilmasina gatirilir.

1) f'(x)=2x+2(20-x) 20— x)' = 2x — 40+ 2x = 4x — 40

2) 4x—40=0= 4x=40 = x=10. Bu qiymoti 20—x=20-10=10 olar. Demali,

20=10+10

b) Oziiniin kvadrat1 ilo comi on kigik olan odadi tapim.

Axtarilan adadi X ilo isara edok. Onda

f(x)=x+x?

/
f/(x)=1+2x=0 —\f%
2x=-1 Y

1 1
X:—E 2

1 ; :
Demoali — — minimum ndqtadir.

% Dairo daxilino ¢okilmis borabaryanli {igbucaqlar igorisindo sahasi on bdyiikk olan

borabortorafli ticbucaqdir.
¢ Diagonali verilmis diizbucaqlilar igorisinds sahasi oan bdyiik olan diizbucaqli kvadratdir.

+¢+ Sahoasi verilmis diizbucaqlilar igarisinda perimetri on kigik olan kvadratdir.

¢ Radiusu verilmis ¢evralarin i¢arisinds sahasi an boyiik olan diizbucaqli kvadratdir.
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Funksiyanin asimptotlari

1) lim f(X):b vo ya lim f(X):b olarsa, y =b diiz xottino y = f(X) funksiyasinin

X—>+00 0

ufuqgi asimptotu deyilir. Hondasi olaraq bu o demokdir ki, X — in sonsuz boylik giymatlarinda

funksiyanin qrafiki y =b diiz xattino sonsuz yaxinlasir.
2) Ogor lim f(x)=+o0 (lim f(x)=—) olarsa, onda x=a diiz xottino f(X)

funksiyasinin saquli asimptotu deyilir.

3) ©gor lim (f(x)—kx—b)=0 olarsa, y=kx+b diiz xottino y = f(x) funksiyasmimn

X — 400 oldugda maili asimptotu deyilir, burada

k=|imM

X+ X

b= lim (f(x)-kx) A

X—>+00
Rasional funksiyanin siiratinin
daracasi moxracinin deracasindon bir
vahid boyiik olarsa, onda bu funksiyanin

maili asimptotu var.

2 —
X ? funksiyasinin

Misal 1. f(x):9 ;
+2X ]

grafikinin x — +oo olduqda Ufliqi asimptotunu tapagq. 0 X=a

2 5_72
b=tim 2 =3 _ jim 5 _2_25
SeQraxt o 9 2

X?_

Cavab: y = 2,5 diiz xatti bu funksiyanin {ifiiqi asimptotudur.

3
2) f(x):% funksiyasinin qrafikinin saquli asimptotunun X =1 diiz xatti

oldugunu isbat edin.

, . x*+3x-1 3
lim f(x): im —————=—=+0
x-1 -l x°-3x+2 0
3x* —x*+5 . : e
3) f (X) = = xol funksiyasinin X — 400 gortindo maili asimptotunu tapin.

X—>+0 X x40 X4 —x+1 ) x—40 X¥ — X 4+ X X%ﬂol———}——
2
X
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3
3 g2 2 2—*+72
b= lim (f(x)—kx)= lim w_gx — Iim w: im X X2 _2_,
X—>+0 x—>+o| XS —X+1 x>+ X° —X+1 X—>+oc1 1 1 1
X X

Beloaliklo, k = 3,b =2 oldugu ii¢iin cavab y =3x+ 2 olur.

Funksiyanin taodqiqi
Funksiyanin grafikinin qurulmasina onun todqiqindon baslamaq alverislidir. Todqiq etmo
iso verilmis funksiya ti¢iin asagidakilari tapmaqdan ibaratdir.
1) toyin oblastini
2) tokliyini vo ya ciitliiylinii
3) funksiyanin dovriliyini aragdirmali
4) funksiya grafikinin koordinat oxlart ilo kosismo noqtosini tapmali
5) funksiyanin kasilmo noqtolorini (ager varsa) tapmali
6) funksiyanin isarosini saxladigi araliglari miioyyon etmali
Bunun {igiin 4) vo 5) moarhalslorinds tapilmis ndqtalori absis oxunda geyd edib, alinan
araliglarin hor birinds funksiyanin isarasini tapmali
7) funksiya grafikinin asimptotlarini tapmali
8) funksiyanin artma va azalma araliglarini tapmali
9) funksiyanin toromasini tapmali
10) funksiyanin bohran noqtalorini va ekstremum noqtolorini tapmali
11) tadqiq etmadan sonra funksiyanin gqrafikini qurmaq lazimdir.
Misal. f(x)=3x?—x* funksiyasim tadqiq edin va qrafikini qurun.
Holli
1) D(f )=(-o0i+o0)

2) f(=x)=3(=x)* —(=x)* =3x* + x* no tok, no do ciitdiir

3) absis oxu ilo kosismo noqtasi ordinat oxu ilo kosismo noqtosi
y=0=3x*-x*=0 x=0=y=0
(0;,0) voya (30) (0;0) olur
a) /(x)=3x* —x*) =(3x*) = (x*) =6x-3x
5) 6x—3x* =0
3x(2-x)=0
x=0 x=2
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X (~0:0) 0 (0;2) 2 (25+00)
£/(x) _ 0 + 0 _
min max
AY

Funksiya (— oo;O)u (2;+oo) - da artir
(0;2) - do azalur.

v

Funksiyanin grafikina toxunanin tonliyi
Funksiyanin qrafikine hor hansi ndqteds toxunanin tonliyini yazmaq ti¢iin
1) funksiyanin téromosini tapmaq
2) verilon ndqtads téromanin qiymatini hesablamaq
3) verilon noqtads funksiyanin qiymatini tapmaq

4) alinmis qiymatlori toxunanin agsagidaki tonliyinds yerino yazmaq
y=f(x)+ /(% Nx=%,)
Misal. y = x* +5x funksiyasinin grafikino absisi X, =1 olan néqtods toxunanin tonliyini yazin.
1)y = (x2 +5x)/ =2x+5
2) y/(1)=2-1+5=7
3) y1)=1"+5-1=1+5=6
y=6+7(x-1)=6+7x-7=7x-1=y=7x-1
Toramanin hondasi manasi
% Funksiyanin toromosi funksiyanin qrafikini gostoron oyriys ¢okilmis toxunanin absis

oxunun miisbat istiqgamati ilo amolo gotirdiyi bucagin tangensino- toxunanin bucaq omsalina
borabordir.
f'(x,)=tga =k
¢ Funksiyanin Ox oxu ilo hansi bucaq omals gatirdiyini tapmagq ti¢lin
1) funksiya sifira borabor edilir: f(x,)=0

2) funksiyan sifira ¢eviran qiymotinds toxunanin bucaq amsali tapilir.

k=1'(x,)=tge
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<> f(x) funksiyasinin qrafikinin OY oxu ilo omolo gotirdiyi bucaq f(x) funksiyasinin
grafikino X, =0 ndqtesindo sokilon toxunanin OY oxu ilo omolo gotirdiyi bucaqdir. f(X)

funksiyasinin (0; f(O)) noqtesindo ¢okilon toxunan OX oxu ilo amolo gotirdiyi bucagi «, OY

oxu ilo amalo gotirdiyi bucag1 £ ilo isars edok.

a kor bucaq olarsa 4 y

poa-? \ﬂ/

o iti bucaq olarsa \a > X
f=a +% Ay

B
Misal. y = x* +5x funksiyasinin //
a

qgrafikino absisi X, =1 olan ndqtodo ¢okilon

<Y

toxunanin bucaq amsalini tapin.
k=1f'(x,)=(x*+5x) =2x+5=2-1+5=7
Misal. f(X) = x? — x funksiyasinin grafiki absis oxunu hans1 bucaq altinda kosir?
1) f(x)=0=x*-x=0=x(x-1)=0=>x=0 voya x=1
2) k= 1'(x,)=tga . Buradan f’(x,)=(x* —x) =2x-1.
tga =2x-1=2-0-1=-1 voya tga =2x-1=2-1-1=1

tga =—-1 tga =1

3 V4
oa=— o==
4 4
Demoli y = x* — x oyrisi absis oxunu 135° vo 45°- li bucaq altinda kosir.

Misal. f(x)= COS[ZX—%) funksiyasinin qrafiki ordinat oxu ilo hansi bucaq altinda

kosisir?

fx)= COS(ZX_%j = f'(x)=-2sin (2x—%j
f/(0)=+3

tga = £/(0)=+/3 :a:%

75



& - iti bucaq oldugundan f=a+ 7% =7

2 6
- 1 2 1 2 . . o .
Misal. y = > X“voy= E(X - 2) funksiyasinin grafiklori hansi bucaq altinda kosisir?

1 1
EXZ =§(X_2)2 =X, =1

fl(x):%XZ’ £/ (%) =X, tga, =1= &, :%

f2(x)=%(x_2)2’ le(xo): Xo—2; tga=-1=a, =3Tﬂ

a:(al_aZ):%

% Iki oyri arasindaki bucaq onlarm kosismo néqtolorindo onlara ¢okilon toxunanlar

arasindaki bucag deyilir.

Misal. y=2x+1 diiz xottino paralel olan vo y=x? parabolasina toxunan diiz xattin
tonliyini tapin.
Mbolumdur ki,
y = fF(x)+ /(% X =%,)
Sorto gora diiz xott y =2Xx+1 -3 paralel olmalidir, demali k =2 olmalidir. Téromonin hondasi

manasina gora

k="f'(x)=(x*) =2x,
Burada k = 2 giymatini yerino qoysaq

2%, =2=>X%, =1
f(x,)=f@Q)=x2=1* =1
f'(x,)=f'(1)=2x,=2-1=2
Bu giymatlori toxunanin tonliyinds yerinas yazsaq
y=1+2(x-1)=1+2x-2=2x-1

Toramanin fiziki monasi

1) Koordinatin zamana gors toromasi stiratdir.
X' (t)=s'(t)=v
2) Siiratin zamana goro toromosi tocildir.
Vv (t)=a
Demali, koordinatin zamana goérs 2- ci tortib téramasi tocildir.
x"(t)=a
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Ustli funksiya

X

y=a" soklindo diisturla verilon funksiyaya {istlii funksiya deyilir, burada a >0, a=1

olur.

e Ustlii funksiyanin toyin oblast1 haqiqi odadlordir. D(aX ) =R

o Ustlii funksiyanin giymatlor oblasti miisbat hoqiqi adedlordir. E(a* )= R, = (0;+0)

® Ustlii funksiya a>1 olduqda homiso artir, 0 < a <1 olduqda iso homiso azalir.

a>1 oldugda O<a<l1 oldugda
yA ylk
y=a" y=a’
1 1
_/‘ X — . X

® Ustlii funksiya no tok, no do ciit funksiyadir. Ustlii funksiya dovrii deyil.
e Ustli funksiyada a >1 olarsa, onda qrafiklori verilmis iistlii funksiyalardan y oxuna

yaxin olanin asas1 boytik olur.

a>b olur

e Ustli funksiyada 0 <a <1 olduqda, onda qrafiklori verilmis iistlii funksiyalardan y

oxuna yaxin olanin asas1 kigik olur.

Y

<V

a<b olur
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9dadin logarifmi.
b ododini almaq tiglin @ asasimi yiiksoltmok lazim golon qlivvat {istiine b adadinin a ssasdan

logarifmi deyilir va bels yazilir. log, b, burada b >0,a>0,a#1 olmalidur.

log,8=3 clinki, 2° =8

X

og ;8=?=l0g ;8= x=> (2] ~8=2? =2'= 2 ~3=x~6

® 3% — b eyniliyina asas loqarifmik eynilik deyilir.

a) 3|0935 =5 b) 32Iog35 — (3Iog35)2 — 52 — 25 g) 13—|Ogl35 — (13I0g135)_1 — 571 :%

® 10 osasdan logarifms onluq loqarifm deyilir (Briqqs logarifmi)

log,a=>lga; 109 =a; 1029 =10 =52 =25

® ¢ osasindan logarifmo natural logarifm deyilir (Neper logarifmi)
log.,a=Ina

burada e adadi, irrasional addir, odadi qiymati asagidaki kimidir.

e~ 2,7182818284...~ 2,71
log ,9;log,8; log, (— 15); log, 0 monasizdir
2341003 _ 23 .93 _g.3-24
Loqgarifmin xassalari.
1. Vahidin istonilon asasdan loqarifmi sifira borabordir. log,1=0
2. Istonilon miisbat odadin (a # 1) 0ziino barabar osasdan logarifmi 1-o borabordir.
log,a=1
3. Hasilin logarifmi vuruqglarin logarifmlori comina barabardir

log, (xy)=log,, x+log, y

4. Kosrin loqarifmi barabardir: suratin logarifmi minus maxracin logarifmi
X
log, —=log, x—log,y
y

5. Qlivvatin logarifmi barabardir: tist vurulsun asasin logarifmi
log, x" =nlog, x

6. Kokiin logarifmi borabardir: kokalt1 odadin loqarifmi bdliinsiin kokiin iistiing
log , x
log, Vx ==X
n

7. 1ki qarsiliglt tors odadin eyni osasdan logarifmi bir- birindon yalniz isaralori ilo farqlonir.
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1
log. —=-log.b
gab 9.

8. log,b=
log, a

9. log , b" zklogab
m

10. aIogbc — Clogba

11. aVoub —pylowa

12. log,b-log,c-log . d-log,e=1log,e

13. log"b=(log, b)"

13. loqarifmin bir asasdan basqa asasina ke¢mak {igiin asagidak: diisturdan istifads olunur.

_Iogcb

log, b=
log. a

a

Misal.

In(5e3): h5+he*=In5+3Ine=In5+3

log,, 2+log,, 7+log,,3=log,,(2-7-3)=log ,, 42 =1
log, 81=log . 3* :glogzi%
Loqarifmloms vo antilogarifm

® Verilmis ifadonin logarifmini tapma amolino logarimlomo deyilir.

71, -8
Misal a) log, % = log 2(12a7b’8\/5)— log,19d =log,12+log,a’ +log,b™® +

log

+IogZ\/E—(Iogzl9+Iog2d)=Iogz(4-3)+7logza+logzb‘8+TZC—Iog219—Iog2d =

:2+Iogz3+7logza—8I092b+%logzc—logzlg—log2d

lg8l+1g64 Ig3*+Ig2°® 4lg3+6lg2 2(2lg3+3lg 2)_2
2lg3+3lg2 2lg3+3lg2 2Ilg3+3lg2 2lg3+3lg2

® [oqarifmi verilmis ifadonin 6ziinii tapma amoling, yoni logarifmlomonin torsi olan amalo
antiloqafirm vo ya potensiallama deyilir.

] 2 1
Misal. lgx=5lgm+=Ilgn—-=1
g 0 39 4QIO

1

_|g pZ

2
lgx=lgm® +lgn3
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2 1
lg x = Ig(m5 ~n3j—lg p*

2
m5n3 m53[n2

ng:lg—1:>ng:Ig—

E E

Ogor iki ifadonin eyni bir asasa gors loqarifmlori borabardirso, 6zlori do barabardir

Logarifmik funksiya.
y =log, x soklinds diisturla verilon funksiyaya loqarifmik funksiya deyilir. Loqarifmik
funksiya vo ustlii funksiya (y =log, X vo y=a") qarsiligl tors funksiyalardir. Qarsiliqh tors

funksiyalarin gqrafiklori y = x diiz xattino nazoron simmetrik olur.

® [ oqarifmik funksiyanin toyin oblasti biitiin miisbat adodlordir.
D(log, x) = (0;+0)
® [oqarifmik funksiyanin qiymaotlor oblasti biitiin haqiqi adodlordir
E(log , X) = (~ o0;+00)

® | ogarifmik funksiya a >1 oldugda artan; 0 < a <1 olduqda iso azalan funksiyadir.
® 3>1 oldugda X e (O;l) olarsa, funksiya monfi qiymaot alir.

X e (l;+oo) olarsa, funksiya miisbat qiymat alir.
O<a<1 oldugda X e (0;1) olarsa, funksiya miisbat qiymat alir.

X e (1;+oo) olarsa, funksiya manfi qiymat alir.

a >1 olduqda grafik bels olur 0 <a <1 oldugda bels olur.
Ya y

A

y=log, x

01/ o\ 1 x

4
>
<
I
g
«
Q/
\
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®] oqarifmik funksiya na tok, na do ciit funksiyadir. Loqarifmik funksiya dovrii deyil.
Misal. a) Miiqayisa edin.

log. 4 <log,7 log , 33 > log , 240 ,¢linki log, 33=5,... va log , 240 =4,...
log,3>1log, 6

2 2

b) Odadlorin isarasini toyin edin

log,, (50 -6} log, 6; 1g0,7
7

Iog”(@—6)>0
Ig0,7 <0

log, 6<0

7
Ustlii tanliklar.

Doyigoni qiivvet ustindo olan tonlikloro fstlii tonliklor deyilir. a* =b, burada
a>0,a#1 olmalidir. Bu tonlikdo b <0 olarsa, tonliyin holli yoxdur, ¢iinki, E(ax): (O;+oo)-
dur. Sado tstlii tonliklor asason iki tisulla hall olunur:

1. Verilmis tonliyi a'™ =a®> goklino gotirib, iistlori boraborlosdirib f(x): g(x)
tonliyini hall etmoklo

2. Yeni doyison (moasalon, a' ) = t ) daxil edarak, cabri tonliys gotirmaklo

a)3=—=3"=3°=x=-3
x-2 x-2 x-2 X2 0
b)8x_2=5x_2:>8_2=5_2:>(§J :1:)(§j =(§J =2 X-2=0=>x=2
52  BX 5 5 5

c) (\/mj +[M) =4

(J2+\/§)X(\/2—\/§)X B
5]

(V23] +

[ 2—J§) Ly burada( 2—\/5) =t qobul edok,
(V2-3)
t+%—4:03t2—4t+1:03t:2i\/§ ovazlomads nazars alagq.

[\/mf:z—dé (\/mf:uﬁ
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o-va) -(2-43) -3 - 3ot

§=1:»x=2 (2 \/_) :—\/_:>(2 \/_) (2 \/_) :—=—1:>X=—2

Cavab: 2 voya-2
Ustlii baraborsizliklor.
Doyisoni qiivvat tistiindo olan borabarsizliklorlo tstlii borabarsizliklor deyilir. Bu
barabarsizliklorin  halli, istlii funksiyanin a>1 oldugda artan, 0 <a <1 olduqda iso azalan

olmas1 xassasinag asaslanir.
2 2 (2
a) 5* >3/25 = 5* >§/5_2:>5X >53:>x>§ :(§;+ooj

b) 05%? <0,25 =0,5"7? <0,5° =4x—2>2=4x > 4= X > 1= (1;+0)

c) x2-3* <32 ¢) (x=3) 7 >1
x? -3 -3 <0 Xx—3>1 0<x-3<1
3*(x2-9)<0 {2x2—7x>0 {2x2—7x<0
3" >0 oldugundan Xx>40U3<x<35
x?-9<0 X €(3,3,5)(4;+0)

e(-33)

Loqarifmik tonliklar.

Maochulu loqarifmik funksiya isaresi altinda olan tonliys loqarifmik tonlik deyilir.
Loqarifmik tonliklor asason

1.torifo goro;

2. potensiallamagla;

3. avazetmo Uisulu ilo ;

4.bir osasdan basqa osasa kegmoklo;

5. har torofi logarifmlomakls;

6. osas eyniliklorin kdmaoyi ilo vo s.
tsullarla holl olunur. Loqarifmik tonliklords alinan koklor tonlikde yerine qoyulub

yoxlanilmalidir, kenar koklor alina biler.

a) 3" =6 b)log,(2x-1)=3 c) 3lg®x—lgx*—-1=0

log,3* =log,6 2x—1=27 3lg°x-2lgx—1=0 Igx=t
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x-log,3=log, 6 2x =28 3t?-2t-1=0

X-1=log,6 x=14 D=4+12=16
2+4 2+4 1
g3 23 6 1 2 3
lgx=1 lgx=—-=
1
- 1
X, =10 x2=103:310
d) log, ,(x? —x—6)=2 e)log,(log,(log, x))=0
x> -x-6>0 —o0;—2) U (3;
>0 = (~oi2)u (@) log,log, x=2°=1
x-1>0 =x>1 | 3
og, X =
x—1#1 =X#2 J4
X =4° = 64

x2 —x—6=(x-1)
Cavab: x=7

Loqgarifmik barabarsizliklar.
Mochulu loqarifmik funksiya isaresi altinda olan borabarsizliklora loqarifmik
barabarsizliklor deyilir. Belo borabarsizliklorin halli @ >1 olduqda loqarifmik funksiyanin artan,
O<a<l1 oldugda iso azalan olmasi xassosine asaslanir. Loqarifmik borabarsizliklorin halli

zamani funksiyanin toyin oblasti hokmon nazaore alinmalidir.

a) log,3<0 Il Usul. log,3<0= <0=log,x<0
log ; x
x>0
0<x<1 { = (072)
x<1
b) log,(50-10x)> 4
50-10x >0 —10x > -50 x<5 X<5
= = = = (~0;3,4)
50-10x >16 —10x >16-50 —10x > -34 X <34

¢) Iogi(x—6)24

d) (x-1)log,(3-x)<0

3

83



Xx-1<0

Xx-=1>0

log, (3—x)>0 Y2¥2 1log, (3—-x)<0

3

x<1
3-x<1
3—-x>0

x<1
X<3=>J
X>2

3

Xx>1
3—-x>0
3—-x>1

x>1
x<3=(12)
X<2

Cavab: (1;2)
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Ardicilligin limiti

Tutaq ki, {Xn} ardicilli1 vo a adadi verilmisdir. Istonilon miisbat & odadi iigiin elo n,
nomrasi gostormok miimkiin olarsa ki, bu nomroadon sonra golon biitiin n-lor {igiin
X, —al<e
barabarsizliyi 6denilir, onda a adodine x, ardicilliginin limiti deyilir va bels yazilir.

lim x, =a

Ardicilligin ancaq bir limiti ola bilor. Limiti olan ardicilliga yigilan ardicilliq deyilir.
Limiti sonsuzluq olan va ya limiti olmayan ardicilliga iso dagilan ardicilliq deyilir.
Yigilan ardicilliq homiso mohdud olur. Belos ardicilligin iss limiti var.

Sonsuz bdyiiyon ardicilligin limiti lim X, = oo

N—-+o0

Sonsuz kigilon ardicilligin limiti lim x, =0, yoni 0-a borabardir.

n——owo
® Sabit komiyyatin limiti dziino barabardir.

® Sabit vurugu limit igsarasi xaricina ¢ixartmagq olar.

lim Cx, =CIlim X,

n—oo n—oo

® (Comin (forgin) limiti limitlarin comina (farqing) baraboardir.

n

lim (a, +b, )= lim a, + im b

n—o n—o

® Hasilin limiti limitlorin hasiling barabordir.

lim(a, -b,)=1lim a, -lim b,

n—oo n—oo n—oo

® Kosrin limiti, suratin limitinin moxracin limitina (0-dan fargli) boliinmasina barabardir.

lim a, _
im —=2=>— (burada lim b, # 0 olmalidir)
ooy lim by, n—

n—oo

® Ododi o -a bdlonds sifir alinir. 5 =0
o0

® Ododi 0-a bolonds sonsuzluq alinir. % =0

] .1
® imn=wx lim ==0 olur.

nN—oo n—w n
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1+2 2
3 2 7_73 _
Misal. a) lim 2" "2 _jyy 0 n® _1+0-°0 _1_
n»o nN°+5n-1 nowo 1 5 1 0+0-0 0
St T s
n n n
5, 2
b) fim[ 30 BN+2L) L 30 Losn+2l L3 iy
lim . =1lim - lim = lim - lim =
e\2n-1 3n+3 ) me2n-1 o= 343 o, 1 g 3
—_ +7
n n
_ 3 5+0_35_5_,,
2-0 3+0 2 3 2
3"
g) lim 13 =1lim 13n == [|im 1 = 1 = 1
now 3™ L 20 nooeo 3N 2 n—)oo3 2 " 340 3
3" 3 HE)

Funksiyanin limiti
Verilmis a noqtesini daxilindo saxlayan (a, ,B) araligina a —nin otrafi deyilir. Xiisusi

halda, & > 0 odadi liglin (a— o,a+ 5) araligina a noqtesinin simmetrik strafi vo ya ¢ otrafi, o -

ya iso onun radiusu deyilir.

| . |
o a-o a a+o ‘
a ndqtaesinin aotrafindan onun 6ziinii atmaqla alinan ¢oxluga bu ndqtonin tacrid olunmus otrafi

deyilir.

o
I i I

a-o a a+o
Tutaq ki, ixtiyari & >0 oadadino gora elo 6 >0 odadi tapmaq olar ki, 0<|X—a| <o

sortini 6doyan X —lor ii¢lin |f(X)— AI <& olur. Onda A odadine y = f(X) funksiyasinin X=a
noqtasinds limiti deyilir.
Funksiyanin noqtadoki limitini hesablamaq {i¢iin, homin ndqtoni limitin daxilinde olan

funksiyada yerino yazmaq lazimdir.

R/

< Ogor lim a(x)=0 olarsa, onda a(x) funksiyast X —>a oldugda sonsuz kigilon
funksiya adlanir. Mas: Iims(x -3)=0.

% Ogor lim f(x)=o olarsa, onda ﬁ(x) funksiyasi X —>a oldugda sonsuz boyiiyan

funksiya adlanir. Mas: lim L =00,
X2 X — 2

Funksiyanin limiti haqqinda asagidaki teoremlor dogrudur:

1) f (X) funksiyasinin a ndqtosinds limiti varsa, yeganadir.
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2) Xx—a oldugda f(X) \&) g(x) funksiyalarmin limiti varsa, onlarin cominin do,

hasilinin da limiti var va

lim [ f(x)+ g(x)]=lim f(x)+lim g(x)

X—a X—a X—a

im[£ () gm0t 9(x

X—a
Xususi halda, lim c- f(x)=c-lim f(x)
X—a X—a
Yoni sabiti limit isarosi xaricine ¢ixarmagq olar.

3) f(x) Vo g(X) funksiyalarinin X —a olduqda limiti varsa vo g(X) funksiyasinin

limiti sifirdan forqlidirso, bu funksiyalarin nisbatinin limiti onlarin limitlari nisbatino barabardir.

f(x) fm f (x)

X—a

lim =2
2 g(x)  lim g(x)

4) a noqtesinin miioyyan tocrid olunmus otrafinda go(x)s f(X)S A ( vo ya
A< f(x)< p(x)) vo lim p(x)= A iso, onda lim f(x)= A.

¢+ a noqtasinin tacrid olunmus atrafinin torifina asason, X arqumenti a néqtasindon ham
solda, hom do sagda qiymsatlor ala bilor. Lakin bozon X doyisoni a — ya yalniz bir torafdon
yaxinlagdiqda funksiyanin limitinin torifini vermok lazim galir.

X doyisoninin a — ya soldan yaxinlagmasi1 X —a—0 kimi, sagdan yaxinlagmasi iso
X — a+0 kimi isara edilir.

Sgor lim f(x)=1lm f(x) varsa, onda ona f(x)- in a ndqtosinds sol limiti deyilir va

X<a

belo yazilir. f(a—0)= lm f(x)

x—a—0

Ogor lim f(x)=1lim f(x) varsa, onda ona f(x)- in a noqtesinde sag limiti deyilir vo

belo yazilir. f (a + 0) = lim f (X)

x—a+0
Funksiyanin sag vo sol limitlorine onun birtorofli limitlori deyilir. Qeyd edok ki, ogor

f(x) funksiyasmn X =a noqtesinda limiti varsa vo Iima f(x)=A iso, onda f(a+0), f(a—0)

limitlori var vo
f(a+0)=f(a—0)=A
Torsi do dogrudur: yoni f(a+0)=f(a—0)= A olarsa, onda lim f(x)= A olur,

X—a

Qeyd: %a:+oo, (a>0) 00400 =00

—%:—oo, (a>0) (oo)n:oo, (neN)
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0=+, (a>0
2 _0 (acR) a-o=+0, (a>0)
o —a-00=—om, (a>0)
Qeyd: %; E; 0-00; 00 —o0; 17 hallar1 limit Gi¢iin geyri- miioyyanlik hallaridir. Bu hallar qabaqda
o0
arasdirilacaq.
Misallar.
. A/X—=5+2 9-5+42 2+2 4
a) lim = = =_=2
x—9 \/;_1 \/5_1 3-1 2
f— 2_ f— f— — f— —
b) lim fx -6 _ . (x—2)x 3):—Iim x-3 _ 2-3 _ 1
o2 x2 —12x+20 2 (x-2)x-10) =2x-10 2-10 8
2 — —
0 "m( 2 324 j=lim 2X +34x 16 _ 4o 2(x 22)(x+4) _
o2 x-2 x*-8) w2  x*-8 =2 (x - 2)(x? + 2x+4)
i 2x+4) _ 202+4) 12

2 x2 4 2x+4 28 42.2+4 12

- 3-x+3 . [B-/x+3J3+x+3) 1
¢) lim " =1

x—6 6—

im =
6 (6-x)3+x+3) 6
Vi+x-1 . 1+x-1 1

d) lim

=1lim ==
=0 X x>0 x(m +31+x+ 1) 3

0 f(x)z{s—x, x <1 oldugda

funksiyanin X =1 ndqtasinds sol vo sag limitlorini
2x-1,x>1 oldugda

tapin.

lim f(x)= lim (2x-1)=1

X—1+0 X—1+0

XILTO f (X) - xILrP—O(s B X) - 2 }

Beloliklo, funksiyanin X =1 ndqtesindo sol vo sag limitlori var, lakin onlar borabor deyil.

Demali, bu funksiyanin X =1 ndqtesinds limiti yoxdur.

f) f(x)= % funksiyasinin X =0 noqtesinda sol va sag limitlorini tapin.
X

) X, x>0
Mbolumdur ki, X| =
—-X, Xx<0
Onda
im f(x)= tim X~ X-0
x—0-0 x—0-0 2¥
lim f(x)= im 27X =1
x—>0+0 x—>0+0 2%
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2

j) f(x)={§+’41 ):__22 olarsa, funksiya tgin f(—2+0) vo f(-2-0) birtorofli

limitlorini hesablayin.

f(-2+0)= lim f(x)= lim x*=4

X—>—2+0 X—>—2+0

f(-2-0)= lm f(x)= lim (x+4)=-—2+4=2

x—>—-2-0 x—>-2-0
Beloliklo, f(~2+0)# f(~2-0). Bu iso o demokdir ki, x=-2 noqtesindo f(x)
funksiyasinin limiti yoxdur.

0,

% Molumdur ki, lim tgx=o00. Ancaq x —in %- ya soldan va ya sagdan yaxinlagmasindan

X—>=
2

asil1 olaraq yaza bilorik ki,

lim tgx = +oo; lim tgx = -
x—>%—0 x—>%+0

Gorkomli limitlor

sin X : o . sin X e
1) y = —— funksiyasinin X — 0 olduqda limiti var va Ilmo— =1. Bu limits birinci
X x>0 X

gorkomli limit deyilir.
1

1
funksiyasinm X —0 olduqda limiti var ve lim(1+x)x =e. Bu limito

2) y=(+x) )
ikinci gorkomli limit deyilir, e = 2,71828..... irrasional oadaddir. Digor miihiim diisturlar da
vardir:

1) lim 19 _1

x=>0 X

. X
2) lim =1
x-0 aresin X

3) lim — >
x-0 arctgx

4) lim (1+1jx —e
X

=1

X—00

5) lim (1+ K) =gk
X

X—>0

6) lim (L+x)s = e*

x—0

. sinbx . sinb5x . Sin 5x
a) lim = lim -5=5-1Iim =
x=>0 X x-0 By x=0 By

5:1=5
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nax .. Ssinax
b Im .

a . a a
=1lim —=—li —1=—
x—0 bx x>0 ax b b x>0 ax b b
sin2x ,. sin2x 1 1. sin2x 1 1
c) lim = lim = =Zlim ——.1==
x=0  4X x>0 2x 2 2x0 2X 2 2
d)lim SN X sinx _ .o sm(;r—x):1
X—=>r T — X X—=>r T — X
2
sin — X o5
., b5 Bl 4
1-cos5x 2sin* =X . 2 X 25
m-——= ——~ =lm > ==
x>01—Cc0oS3X x—0 25 2 3 x—0 .3 9
in sin = x
2 9
3, |4
2
sin 2x sin 2x . Sin 2x
- 2X im ———
o) lim 21X sin 2x —im 2X —im 2X 2 g x-0  2X :g
x>0 sjin 7X  x-0 SiN 7X Ty x>0 SiN 7X 7 7 lim sin7x 7
7X 7X x>0 TX
. sinbx—-sin3x . (sin5x sin 3x . sinbx .. sin3x
f) Im ——— =1lim| — - = lim — —Ilim = =
x—0 sin X x>0\ sin X sin X x>0 sin X x>0 sin X
sin 5x Bx sin 3x .3x
—lim—2X_ _jm-—3X___ _5_.3-2
x-0  Sin x>0 SIn X
- . X [
X X
j) fim 192X tg2x _im SN 2x 1 T 2x 1 =EI| 1 _2

x>0 3X x=0 COS 2X 3x x>0 3X €c0S2X 3x»0cos2Xx 3

. Sin4dx—sin2x .. 2sin Xcos3x
z) Im —— = [im ————

_ XCOSSX _ 5
x—0 Sin X x—0 SIn X

) lim 92X _ i [ 2. 192X ] _ 2
x—>0 By x>0\ §  2x 5

3x arcsin 6x 6

) fim arc'Fg3x _ Iim(arcthx_ 6x 3)2 1
x-0 gresin 6x - x0 2

4+t

9 Im@+t) T =lm @+ t)ct =lm L+t -lm L+ 1) = e -1=e*

t—0 t—0 t—0

m) Ilm(x+2j Iim(1+gj =g’
X—>00 X X—0 X
n) lim [X__3] =lim (14_ __3j = e_3
X—>00 X X—0 X
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1 1
X

y) lim (1-3x)x = Iim0(1—3x)&‘(’3) —e?

im(1+ 3 ) 3
C(ox+3Y ((2x+3) (2x+3)) relT2x) . 2T
s) lim = lim . = -lim =

x>\ 2X+1 2x+1 2x+1 X oxoe 1
lim (1+1j 2+;
X—0 X

. AE
Iim(1+j 2o
X—>0o0 2X

¢) lim (1+5) =e* diisturunu ishat edin.
X

X—>0

k =t olsun.Onda tx=k = x = % Ogor X — oo olarsa, alariq ki, t — 0. Onda
X

lim (1+5JX = lim (1+t)% = lim {(1+t):}k = e

X—>0 X t—0 t—0
3 3
sin® = sin = sin =
) lim — 2 = fim I by 2] 22yt
x=>0 ¥ x—0 i 8 8 x—-0 5 8 8
2 2

g;f;o -0 00 —oo  Kimi geyri-miiayyanlik hallart
(e8]

hallar1 ticlin Lopital gaydasindan asagidaki kimi istifads olunur.

im T £100 e 1700

x—0 g(x) x—0 g/(x) x—0 g//(x)

Yoni, suratin vo moxracin ayri-ayriligda téromosi alinir. ©gar yena do qeyri- miioyyanlik hali

oo

818

alinarsa, proses o vaxta qodor davam etdirilir ki, geyri- miioyyonlik hali alinmasin.

(0 . oo) tipli geyri- miioyyanlik alindigda, bels limitlorin holli % geyri- miioyyonlik halina
gotirilir.

(oo —oo) soklindo limitlori hall etmok {i¢iin, limitin daxilindoki ifadoni qosmasina vurub,

bolmok lazimdir. Bozi hallarda iso ortaq moxroaco gotirib sadslosdirirlor.

_ 1-sinx . (l-sinx) . —cosx . Vi
a) lim = lim —=lim ———=—1lim cosx =-cos— =0
x—>£ T x—>z ( T x—>z 1 x—>£ 2
2 X—— 2 | x=2 2 2
2
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2x-3 . (x*-2x-3f . 2x-2 2.3-2 4 2
by lim X =23 g W28 _ _4_2
X—3 X° -9 x—3 (XZ _9) x-3  2X 2-3 6 3
X x/ 1
c) lim (x ctgx) = lim — = lim =lim =lim cos® x =1
x>0 tgxX x>0 tg X x>0 1 x—0
cos® X

/
T T
(o
(x——j S S, A M :
4

lim -1g2x = I|m = lim =—=
2 X J oI Clg2X o7 ctg’2x T -2 2
4 4
sin © 2x
. 1 4 . X+2-4 X—2 1 1
e) lim| ———— = (0 —o0)=lim =——=—— =1im ==
o2 x-2 X2 -4 o2 x4 HZ(X 2)x+2) 2+2 4

2 2
o i o2 )= o) =t O 20— o —x-a)

2x 4
_im (3x)° —(\/sz —2x—4)2 _im 2X + 4 _im T x ~
2% 33X +4/9x% —2x—4 >0 3y +AOX% —2x -4  *7* 3x \/ x> 2x 4
4+ 9 77777
X X2 x% X2
1
= lim " __ 2+40 2 _ 2 21
" e T3449-2.0-4.0 343 6 3
3+\/9_2_1_4.12 3+4/9-2.0-4.0 3+9
X X

Funksiyalarin kasilmazliyi
Tutag ki, y= f(X) funksiyasi (a;b) araliginda toyin olunmusdur vo X, € (a;b). f(X)
funksiyasinin X, noqtosindo limiti funksiyanin bu ndqtodoki qiymotino borabordirso, yoni

lim f(x)= f(x,) olarsa, onda f(x) funksiyasma X, néqtesinde kesilmoz funksiya deyilir.

Torifo goro X, noqtesindo kosilmoz olan y= f(X) funksiyas1 asagidaki sortlori
o0domoalidir:

1) y= f(X) funksiyas: X = x, noqtesinds toyin olunmalidir.

2) X =X, noqtesindo onun sonlu limiti olmalidur.

3) y= f(x) funksiyasinin X = X, noqtosindoki f(Xo) qiymati onun bu ndqtadoki limitino
barabar olmalidir.

(a; b) araliginin biitlin noqtelorindo kesilmaz olan funksiyaya bu araliqda kosilmoz

funksiya deyilir.
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K/

% X, noqtesindo kosilmoz olan sonlu sayda funksiyalarmn comi do bu ndqtodo

kasilmozdir.

R/

% X, noqtosindo kosilmoz olan sonlu sayda funksiyalarin hasili do bu ndqtodo

kasilmozdir.

% X, noqtesindo kosilmoz olan iki funksiyanin nisbeti, moxrocdoki funksiya X,
noqtesindo sifirdan forqli oldugda, bu ndqtado kosilmozdir.

* y=x" (neN), y=sinx, y=cosx, y=a* (a>0,a=1) funksiyalar1 biitiin hogqiqi
oxda; y =tgx, y=ctgx, y =log, x funksiyalar1 isa toyin oblastlarinda kesilmozdir.

Bozi hallarda funksiyanin kasilmazliyini onun sag vo sol limitlori vasitasilo toyin etmok

daha asan olur.

Ogor f(XO+O): lim f(X): f(XO) olarsa, f(X) funksiyas1 X, noqtesinde sagdan,

X—Xo+0
f(x,—0)= XErXrO\_O f(x)=f(x,) olarsa, y=f(x) funksiyast x, noqtesindo soldan kesilmoz
funksiya adlanir.
% Ogor f(x) funksiyas1 X = X, ndqtesindo
f(x, +0)= f(x, —0)=f(x,)

sortini 0doyorsa, onda bu funksiya X, noqtesinds kosilmoz funksiyadir.

y= f(X) funksiyasmin X, noqtesindo limiti yoxdursa (vo ya varsa, lakin f(xo)-a
borabar deyilss), bu funksiya X, noqtesindo kosilondir vo onda X, onun kosilmo ndqtesi adlanir.
Qeyd edok ki, X, noqtesi kesilmo ndqtosi iso, bu noqtods funksiyanin sol vo sag limitlori ola
bilar, lakin bu limitlor, imumiyyatlo barabor olmaya da bilor.

Ogor X, ndqtesinde f(x, —0), f(x,+0) limitlori varsa, lakin f(x, —0)= f(x, +0)
olarsa, onda f(x,—0)— f(x,+0) forgino y= f(x) funksiyasinin X, ndqtosinds sigrayisi

deyilir.

Misal: a) f(x)= 5 funksiyasinin kasilma ndqtalarini tapin.
X

x> =9 =0=> X = =3 ndqtolori kosilma ndqtosidir.

(— oo;—3) U (— 3;3) U (3;+oo) funksiyanin kasilmoazlik araligidir.

3, X< -2

b) f(x)=4x*+1, —2<x<2 funksiyasmnmn kosilmozliyini aragdirim.
i, X2
x-1
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Holli.
Sarhad noqtalarine baxaq: X =—-2 vo X=2
f(-2-0)= lim 3=3

x——-2-0

f(-2+0)= lim (x*+1)=5

X—>—2+0
f(~2-0)# f(~2+0) oldugundan, x =—2 kosilmo noqtosidir.
I 2 —
f(2-0)= lim (x* +1)=5

£(2+0)= m > =5

x-2+0 X —1
f (2 — 0) =f (2 + O) =5 oldugundan, X =2 noqtasinds kasilmazdir.
% Elementar funksiyalar toyin olundugu hor bir noqtodo kosilmozdir. Elementar
funksiyalar bir diisturla ifads olunur.

y= |X| funksiyasi elementar deyil, ¢iinki bu funksiya

X, qQ9dp x>0 wca . . . .
y={ P kimi iki dusturla verilir.

—X, A999p Xx<0 wucs
y= |X| funksiyasi (— oo;+oo) araliginda kosilmozdir. Bu funksiyanin X, =0 noqtesindo téromosi

yoxdur.

Coxluglar

1. Coxluq

Coxlug — miioyyan elementlorin toplusudur.
Masalon.
A={ab,c,..,z}
B={Baki1, Ganca, Saki, ...}
N ={,23;....}

Daxil olma omoli

€ - “daxildir” isarosi

¢ - “daxil deyil” isarosi
Masalon

A= {a;b;c}

acehA ceA 3¢A

Torif: Heg bir elementi olmayan ¢oxluga bos ¢oxluq deyilir vo & kimi isars olunur.
Maosolon

“0” — dan kicik natural adadlor ¢oxlugu,...
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Toarif: Coxlugun elementlarinin sayma ¢oxlugun giicii deyilir. n(A); n(B) va s. kimi igaro
edilir.
Maosalon

A={ab,c} =n(A)=3

B={01234}=n(B)=5

N ={23...}=n(N)=oo

Toarif: Elementlorinin say1 sonlu olan ¢coxluga sonlu ¢oxluq deyilir.

Masolon

M = {2;3:4;5}

Toarfi: Elementlorinin say1 sonsuz olan ¢oxluga sonsuz ¢oxluq deyilir.
Masolon

N ={,23;...}

Toarif: Elementlorinin say1 eyni olan ¢oxluqglar eynigiiclii ¢oxluglar adlanir.
Masalon
e A= {1,2,3,4} vo B= {a, b,c, d} oldugda n(A) = n(B) =4 oldugundan bu coxluglar
eynigicludur.
Hesabi ¢oxlug
Toarif: N natural odadlor ¢coxlugu ils ekvivalent olan har bir coxluga hesabi ¢oxluq deyilir.
Masolon
e Tok adodlar coxlugu
e 4-5 boliinon adadlor coxlugu

Qeyd. Biitiin hesabi ¢oxluqlar 6z aralarinda ekvivalentdirlor.

2. Barabar ¢oxluglar
Torif. Bir- birindon yalniz elementlorinin diiziiliisii ilo forqlonon coxluglara borabor
coxluglar deyilir.
Masalon
A= {a, b, C} ¢oxlugunun barabar ¢oxluglari
a;b;cy ibja;cy icab
%a;c;bi {{b;c;a}} %c;b;ai} 6 adad
Qeyd. n elementi olan ¢oxlugun n!=1-2-....n sayda barabar ¢oxlugu var.

Onda yuxaridaki misalda A c¢oxlugu 3 elementli oldugundan borabar ¢oxluqglarinin sayi

31=1.2-3=6 adad olur.
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3. Alt coxluglar
Tarif. Ogor A ¢oxlugunun har bir elementi hom do B- ys daxil olarsa, onda A- ya B- nin

alt coxlugu deyilir: A < B kimi isars olunur.
UCTAHWIAN € A LIHUH
S Heia <
x € b wapTOAAHWP
AcB

¢ Hoar bir ¢oxluq 6ziiniin alt coxlugudur:
AcA

% & har bir ¢oxlugunun alt coxlugudur:
dc A

Misal
B= {],‘2;3} coxlugunun biitiin alt ¢oxluqlarint yazin.
Holli

b 2 B
02) w3 23 o
{1,2;3}
%)

Qeyd. n elementi olan ¢oxlugun 2" sayda alt goxlugu var.

Yuxaridaki misalda B coxlugu 3 elementli ¢oxluq oldugundan alt ¢oxluqglarin say1
2° =2-2-2 =8 odod olur.

4. Coxluqlarin birlogsmasi

Torif: A vo B coxluglarmin biitiin elementlorindon ibarst olan c¢oxluga A vo B

coxluglarmin birlogsmasi deyilir vo AU B kimi isars olunur.

AUB={x/xeA Ba ia x B}

Masolon
A={2;3}
B=1{2,34;5}

AUB = {1,2,3,4;5}

¢ A vo B kosisir

7 . .
*%* A vo B kosismir.
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¢ A, B —nin alt ¢oxlugu olarsa:

AuB=B

Xassalori

AUA=A

Avg=A
AUB=BUA
(AuB)uC=AU(BUC)
AcB=AuB=B
Qeyd.

= AuBUC

5. Coxluglarin kasismasi

Torif: A vo B ¢oxluglarinin ortaq elementlorindon ibarst olan ¢oxluga A vo

oxluqglarmin kasigmasi deyilir vo An B kimi isara olunur:

A
B

ANB={x/xeABsa ila xeB}

¢ A vo B kosisir A ,/% B
¢ A vo B kosismir @
— 4

v
AnB=Y
% A, B —nin alt goxlugudur
Maosalon, AnB=A
23}

{2,3,4;5} AnB={23}

B
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Xassalori:

AnA=A

AN =0
AnNnB=BnA
(AmB)nC=An(BNC)

AcB=ANnB=A

Qeyd
‘“"‘
ANBNC
Qeyd

AU(BNC)=(AuB)n(AULC)
ﬂArEUC): (AnB)U(ANC)
6. Coxluglarin forqi
Torif: A ¢oxlugunun yalniz A- ya daxil olan (B- ys daxil olmayan) elementlorindon ibarat
olan ¢oxluga A vo B ¢oxluqlarinin forqi deyilir vo A\B kimi isaro olunur.
A\B={x/xeA Bs x¢B}

Moasalan

A={a;b;c} } {A\B:{a}

B ={b;c;d;e B\A={d;e}

o) 7
%+ A vo B kosismir \% /

V
A\B=

A
e
% A, B —nin alt coxlugudur W??// B\A
W//

¢ A vo B kasisir
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Qeyd.
Ac B oldugda B\ A fargino A goxlugunun B goxluguna tamamlayicist deyilir vo Al

kimi isars olunur.

Xassalor:
A\A=Y
A\ =A
A\B=B\A
AcB=A\B=Y
A\B=A
ANnB=J=
B\A=B
A B
Qeyd

7. Coxluqlarin birlasmasinin elementlarinin sayi
¢ A vo B kasisir
n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)
¢ A vo B kasismir
n(AuB)=n(A)+n(B)
< n(AUB)=n(A\B)+n(B\ A)+n(ANB)

Qeyd: A ¢oxlugunun har bir elementine B ¢oxlugunun yalniz vo yalniz bir elementini vo

torsina B ¢oxlugunun har bir elementine A ¢oxlugunun yalniz va yalniz bir elementini qoymaq
miimkiindiirse, bu ciir uygunluga qarsiliqlh birqiymatli uygunluq deyilir.

A va B c¢oxluglar arasinda qarsiligqlt birqiymatli uygunluq yaradilmissa, belo ¢oxluglar
ekvivalent ¢oxluqglar adlanir vo o simvolu ilo gosterilir.

Elementlori arasinda qarsiliqli birqiymatli uygunluq olan iki A vo B ¢oxluqlar1 eynigiiclii
coxluglar adlanir. Bu halda “A vo B coxluglarinin giicli eynidir” deyilir. Elementlori arasinda
qarsiligh birqiymatli uygunluq yaratmaq miimkiin olan sonlu ¢oxluglarin elementlorinin say1
borabordir.

Natural adadlor ¢oxlugu elo eynigiiclii olan har bir ¢oxluga hesabi ¢oxluq deyilir. Mas:
clit vo ya tok odadlor ¢oxlugu; rasional adadlor ¢coxlugu va s.

a) y=2x+1 funksiyas1 A= [1;4] vo B= [3;9] coxluglar1 arasinda qarsiligh birqiymatli

uygunluq yaradir.
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b) y= %X +% funksiyast A= [— 1;1] vo B= [0;1] coxluqglart arasinda qarsiliqh

birqiymatli uygunluq yaradir.
c) y=x* funksiyas1 A= [—l;l] vo B =[O;1] coxluqglart arasinda qarsiliglh birqiymatli
uygunluq yaratmur.

Birlogmalar nazariyyasi

1. Faktorial

Toarif: 1-don n-o godor olan natural adadlorin hasilino n faktorial deyilir vo n'! kimi isaro
olunur:

n!'=1.2-3-..-n

Masalan,
11=1
21=1.2=2
31=1.2-3=6

41=1.2.3-4=24
Faktoriyal isarasini sola dogru siiriisdiirmek olar.
n!=(n-1)!n
nl=(n-2)!(n-1)-n
n'=(n-5)!(n-4)(n-3)(n-2)(n-1)-n vas.
Qeyd: Sifir faktoriyal vahidos borabardir: 0!=1

. 10! 14! 9L10 14! 10 2
Misal, — .- = 2= - _~2_ 2%
15! 9! 14115 9! 15 3

2. Permutasiya (Yerdoyisma)
Torif: n elementli ¢oxlugun yalniz elementlorinin sirasina goroe forqlonon diiziiliislorine

permutasiya deyilir vo P, 1ilo isaro olunur.

Moasalan

A= {a; b; C} olarsa, biitiin yerdoyigsmalori (permutasiyalari) yazagq.

{a;b;c} {b;a;c} {c;a;b} ~
{a;c;b} {b;ca} {c;b;a}} oFs =0

¢ n elementli ¢oxlugun permutasiyalarinin say1
P, =nl

Misal a) 5 kitabi kitab rofino ne¢o miixtalif tisulla diizmak olar?
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P,=51=1.2.3-4.5=120
b) A= {a, b,c,d, e} coxluglarinin elementlorindon miimkiin olan nega
permutasiya diizoltmok olar? P = 5!
Qeyd. Dayirmi masa arxasinda n nafor (n —l)! miixtolif Gisulla oturur.
Misal. Dayirmi masa arxasinda 5 nafor ne¢o miixtalif tisulla oturar?
(n-1)1=(5-1)=41=24
3. Permutasiya(Yerlasdirma) . P,

Torif: P, -n elementli ¢coxlugun k sayda elementlorindon diizalon vo bir-birindon ya
elementi, ya da diiziillisii ilo forglonon permutasiyalarin sayina deyilir. ~ Masolon,
A= {a; b; C} coxlugunda

I. 1 elementli permutasiyalar

{a}; {b}; c}=.P =3

I1. 2 elementli permutasiyalar

fasblifaschitbicy] o _
{b:a}:{C:a}:{C:b}} o =0

I11. 3 elementli permutasiyalar

{a;b;c} {b;a;c} {c;a;b} ~
{a;c;b} {b;c;a} {c;b;a}} oFs =6

% n elementli coxlugun k elementli permutasiyalarinin sayi

n!
P = .
" (n=k)!
Burada
n>0
k>0
n>k
Yaxud
n!
P.=nn-1)n-2).[n-(k-1)]= =R (n>k)

Misal. a) ,P, =3-2=6
b) P, =5-4-3=60
¢) ,P, =n(n-1)n-2)

d) 5 rosm osorini divardaki 3 yera ne¢o miixtolif qaydada asmaq olar?
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P =1 P =1
P =n P =6

P =n! P, =41=24
P=n_P, P, =5,P,

4. Kombinezon (Birlasma) ,C,

Torif: Kombinezon — n elementli ¢oxlugun k sayda elementlorindon diizalon o
birlosmoalorin sayma deyilir ki, bu birlosmalorin biri digorindon on azi bir elementino goérs
forqlonir, elementlorinin diiziiliisiine gors iso forqlonmir. Masoalon,

A= {a; b; C} coxlugunda
I. 1 elementli alt coxluglar (kombinezonlar)
)bl {e)=4C, =3
I1. 2 elementli alt coxluglar (kombinezonlar)
{ab};fasch fbicj= ,C, =3
I11. 3 elementli kombinezonlar
{ab;cl=,C, =1

¢ n elementli ¢oxlugun k elementli kombinezonlarinin (alt ¢oxluglarinin) say1

n!
C,=———.
"R K (n—k)!
Burada
n>0
k>0
n>k
Yaxud

c _nP_ n(n—1)n-2)..[n—(k -1)]
"R, k!

Misal. 10 noforlik sinifds 3 nafarlik ndvbatgi qruplarini nego miixtalif tisulla toyin etmok
olar?

100 10-9-8

C = =120
7% 3110-3)  1.2-3
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nCOZnanl 5C0=5C5 =1

nCr=n ,C =7

an =nCn—k 10C8=10C10—8=10C2

an+an—l:n+1Ck 8C4+8C3:9C4
Misal. ,C,,=,,C, = %Ill =66

P
Qeyd. C, = Pk = P=.C R

k*k

Misal: Miixtslifrongli 7 qolomden 3- nii nego iisulla segmok olar? ,C,
5. Nyuton binomu

(a + b)n ifadssinin agilist Nyuton binomu diisturu adi ilo moshurdur. Bu diistur aslinds ilk
dofs Sorgin gorkemli riyaziyyatgist Omor Xoyyam torofindon kosf olunmusdur. “Binom”
sOziinlin monasi ikihadli demokdir.

(a+b)" =a"+, C,a"*h+,C,a"b? +..+,C.a" *b* +..+,C,,ab" " +Db"

Bu dustura Nyuton binomu deyilir (burada a,b istonilon ododdir, n>0). Disturdaki ,C,

n
odadlarine binomial amsallar deyilir. Nyuton binomunun asagidaki xassolori vardir.

1) Verilmis n {i¢lin binomun agilisinda hodlarin say1 (n +1) - dir.

2) Binomun agilig1 a harfinin doracasine nozoran diiziilmiis coxhadlidir.

3) Ayrilisin hor ndvbeti hoddinds a — nin qiivvati bir vahid azalir, b- nin qiivveti iso bir

vahid artir. Lakin har bir hodds a vo b — nin qilivvatinin comi dayismir vo n-o borabardir.

4) 1- ci haddin omsal1 vahid, 2- ci haddin omsali ,C,, 3- cli haddin amsali ,C, vaos. dir.

5) Agihisin 1- ci hoddini T,, 2- ci hoddini T, ilo isaro etsok, (k +1) - ci toplanan k-c1 hadd
hesab olunur.
T,.,=,C.nb“a"™
Bu diistur vasitasilo binomun agiligindaki istonilon haddi tapmagq olur.
6) Acilisda uclardan eyni uzaqligda olan binomial omsallar borabardir.
nC=nCrx
7) n doracali binomda binomial amsallarin comi 2" - dir.

8) Tok yerdo duran binomial omsallarin comi, ciit yerds duran omsallarin comino

borabardir, hor biri iso 2" -o barabordir.
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9) Binomial omsallar ovval artir, sonra azalir. n ciit oldugda, ayrilisin orta hoddinin
binomial omsali on boyiikdiir; n tok olduqda iso iki orta haddin binomial omsali bir- birino

barabar olmagla an boyiik olur.

10) Binomun qiivvatinin ayrilisinda toplananin omsali ilo homin toplananin binomial

omsal1 bir- birindon forqglidir.

11) Binomun dusturunda b- ni (-b) ilo avoz etsok, onda + vo - isaralori ndvba ilo

doyisocokdir.
(a-b)" =a"— C,a""b+,C,a"?b*’— C,a" %0’ +..+(-1)"b"

12) (k-a=n-b)" motorizesini agsaq, amsallarin comi (k £n)" olur.

13) k-c1 haddin binomial omsali =,C, ;

14) (x+y)*" binomunun orta haddi =,,C x"y"

15) (x+ y)"binomunda (k +1) -ci hadd =,C x""*y*

Misal.
a) (2x-3)° =(2x)°—,C,(2x)* -3'+,C,(2x)* -3°—,C,(2x)* - 3°+,C,(2x) - 3* -3° =
=32x° —240x* + 720x® —1080x°* + 810x — 243
b) (x+a)’ = x°+,C,x*a+,C,x*a’+,C,x’a*+,C,xa" +a° =
=x° +5x*a+10x°a® +10x’a’ +5a*x + a°

Misal. (2x —3)° binomunun 4- cii haddini tapin.
T, =T2u=5C; 3%+ (2¢) = 53—F:3 :27-(2x)" = %‘:2-27-4% =1080x"

7
Misal. [\/; + lj acilisindaki yeddinci haddi tapin.
X

1\ (~ys 7-6-5-4.3.2 % _ 2
e R A L

15
Misal. (XZ + %j binomunun ac¢ilisinda X daxil olmayan hoaddi tapin.
X

Holli
2 )" 5k
Tk+1=15Ck (TJ '(Xz)l
X
e 1 30-2k k  30-2k-3k
Tk+1:15Ck'2 'XW'X :15Ck 27X

k . 30-5k
Tk+1:15Ck'2 X
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O vaxt x doyisoni daxil olmaz ki, X- in tstii sifir olsun. Onda 30 —5k =0 =k = 6. Belalikla,

Ty =Ty=psCy 2 = 1870 9o 1371448121100 o5 _ 5 15 1.5 64 390320
6! 1.2:3-4.5-6

Bu haddos x daxil deyil.
Misal. (x+3)° goxhadlisinin iigiincii hoddinin omsalin1 vo 3-cii hoddinin binomial
omsalin1 tapin.
(x+3)° =, Cyx°+;C,x* -3+,C,x* - 32 +,C,x* - 3°+,C,x-3+,C, -3° =
= Xx° +15x* +90x° + 270x* + 405x + 243

Ayriligda tiglincii toplananin amsali 90, onun binomial amsali iso ;C, =10 olur.

Misal. (2x—3y)9- un ayrilisinda a) binomial omsallarin comini b) coxhadlinin

omsallarinin comini tapin.

Halli
a) Binomial omsallarin comi 2" = 2°
b) x =1, y =1 gotiirarok, ¢oxhadlinin amsallarinin comi tapilir.
(2x-3y) =(2-1-3-1° =(2-3)° =(-1)° =1
alinir.
Qeyd: Binomial omsallarin comini tap, dedikdo 2" kimi yazmaq lazimdir.
Mos. (4X - 3)3 binomunun ayrilisinda binomial omsallarin comini tapin.
2° =8
Binomun agilisinda omsallarin comini tap dedikds doyisonlorin yerino 1 yazmaq lazimdir.
Mos. (3x + 7)3 binomunun agilisinda omsallarin comini tapin.
(3-1+7)° =(3+7)° =10° =1000
Paskal iichucag (Tusi — Paskal iichucag)
Binomial omsallarin iicbucaq soklindo diiziiliisiino Paskal ticbucagi deyilir. Nyuton
binomu diisturundaki omsallar1 Paskal icbucagindan istifads etmokls daha tez hesablamaq olar.
Paskal tligbucaginin qurulmasi beladir. Birinci sotirds 1 adadi yazilir.Hor sonraki satir vahidlo

baslayir vo vahidlo do qurtarir. Aradaki odadlor iso yuxaridaki sotirde olan qonsu adadlarin

toplanmasindan alinir.

< Ugbucagin n- ci sotrindo yazilmis binomial omsallarin comi 2" -2, onlarmn kvadratlari
comi is9 ,,C,, -9 barabordir.

¢ n-ci satirdoki adadlarin say1  (n+1) olur.

Misal. Paskal iighucagimin 7- ci sotrindo duran ododlorin comini tapmn. 2" =27 =128
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1) (a+b) 1

2) (a+b) 1 1

3 (a+b) 1 2 1

4)  (a+b) 1 3 3 1

5) (a+b)’ 1 4 6 4 1

6) (a+b) 1 5 10 10 5 1

7)  (a+b) 1 6 15 20 15 6 1
n+l) (a+hb)" 1 C, C, .Coss .Coa

Kompleks adadlar.

Cabri tonliklori holl edon zaman elo tonlikloro rast golirik ki, onlarin haqiqi adodlor

coxlugunda kokii yoxdur. Masalon, x> = —1 tonliyinin hoaqiqi kokii yoxdur. Demali, haqigi odod

anlayisini elo genislondirmok lazimdir ki, bunun kdmayi ilo bu tip tonliklori hall etmok miimkiin
olsun. Bu mogsadlo yeni i isarasi gobul edilir vo i* = —1 go6tlrilir. i —ys xoyali vahid deyilir.

Onda x* =i* = x,, =i

® a+hi soklindo olan ifadoys kompleks adoad deyilir. Burada a,b haqiqi adadlor, i iso
xoyali vahiddir. “Kompleks” soziinii riyaziyyata ilk dofo Qauss daxil etmigdir vo “heyat” kimi

tarcuma olunur.

® 3 kompleks odadin hoaqiqi hissasi olub, a = Re(a+bi) ilo, b kompleks odadin xayali
hissasinin amsali olub, b = Im(a + bi) kimi isara olunur.

® a+bi ifadosino kompleks adoadin cobri gokli deyilir. @ vo b —ya uygun olaraq kompleks
odadin birinci va ikinci toskiledicilori do deyilir.

® a =0 vo b=0 oldugda kompleks adad sifira barabar hesab olunur. Sifir adadi yegano

kompleks adaddir ki, (0 +0- i) ham hagqiqi, hom do sirf xayali ododdir.

® a+hbi vo c+di kimi iki kompleks adad yalniz vo yalniz o zaman barabar hesab edilir
ki, onlarin hoqiqi vo xayali hissalorinin omsallar1 uygun olaraq borabor olsun, yoni a=C vo

b=d olsun.

® b =0 olarsa, onda a+0-i kompleks adodinin haqiqi a adadi ilo tist-iisto diisdiiyii gobul
olunur. Demoli, haqiqi odadlor kompleks adadlorin xiisusi halidir. a =0olarsa, 0+bi =bi alinir

ki, buna da sirf xoyali vo yaxud sadoco olaraq xoyali adad deyilir.
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® a—Di ododine z=a+bi kompleks adadino qosma olan kompleks odod deyilir vo
Z = a—bi kimi yazilir.
Qosma kompleks adodin hoqiqi hissalori borabordir, xoyali hissalori iso oksdir.
D <0 oldugda ax* +bx + ¢ =0 tonliyinin koklori qosma kompleks adodlordir.
X, =a+bi X, =a—Di
Misal. x* —2x +m =0 tonliyinin kdklorinden biri X, =1-3i olarsa, m=?

X, =X, =1+3i oldugundan
m=xX, =(1-3i)1+3i)=1-9i? =1+9=10

Misal. z, =2-3i;z, =5; z; =—i ododlorinin hoqiqi hissesini vo xoyali hissasinin

omsalin1 tapin.

Holli
z,=2-3I = a=Re(z,)=2 b=Im(z,)=-3
z,=5 = a=Re(z,)=5 b=Im(z,)=0
z,=-i = a=Re(z;)=0 b=1Im(z,)=-1

Misal. Tanliyi hall edin
x> -6x+13=0
D, =9-13=+4

Misal. x vo y -in hansi giymatindo 5+ ixy vo X+ Yy —4i kompleks odadlori qogmadir?
Holli.

Qosma kompleks adadlorin hoqiqi hissalori barabar, xoyali hissalori iso oksdir.Onda
X+y=5 X=4 x=1
= voya aliriq.
Misal. Ela X va y haqiqi adadi tapin ki, (1+ i)x + (1— i)y =3 -1 borabarliyi dogru olsun.

Halli.

Bilirik ki, iki kompleks adad o vaxt barabaor olur ki, onlarin haqiqi vo xayali hissalsrinin

amsallar1 barabar olsun.
@+i)x+@1-i)y=3-i
X+ Xi+y—yi=3—Ii

X+y+(x—y)i=3-i

107



X+y=3 x=1
= = Cavab: (1;2)
Xx—y=-1 y=2

Misal.Vuruglara ayirin.
a) a? +4b? =a? —4b%i? =a® —(2bi)* = (a - 2bi)a + 2bi)
b) x2 +10x+34 = (x+5)* +9=(x+5)° —9i% = (x +5—3i)(x + 5+ 3i)

Kompleks adadlar iizarinds amoallor

® ki kompleks adodi toplamaq ii¢iin onlarin haqiqi vo xayali hissalerini uygun olaraq toplamaq

lazimdur.
2, +2, =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(6+2i)+(—4—5i)=6+(—4)+2i +(-5i)=2-3i

® ki kompleks ododi ¢ixmaq ii¢iin uygun olaraq onlarin hoqigi vo xoyali hisselerini ¢ixmagq

lazimdr.
z,-2,=(a+bi)—(c+di)=a-c+(b—d)i
(0,3-2,51)— (5,7 +4i) = -5,4—6,5i

® (Qarsiliqlt gosma kompleks adadlorin comi haqiqi adad, forqi ise xoyali adoddir.
Z+Z=a+bi+a—-hi=2a

z—7 =a+bi—(a—bi)=a+bi—a+hi=2bi

®iki kompleks odadi vurmagq iiciin, onlar1 ikihadlilorin vurulmasi qaydasi ilo vurub, i’ = -1

oldugunu nazors almaq lazimdir.

(2-4i)(2+3i)=4+6i -8 -12i* =4-2i-12-(-1)=16 - 2i

® ki qarsiligl qgosma kompleks odadin hasili haqiqi adoddir.
(a+bi)(a—bi)=a®+b’

® Kosr daxil olan ifadolori sadolosdirorkon,kosrin surst vo moxracini moxrocin qosmasina

vurmaq daha somoralidir.

Misallar. &) 3+g| _ (3+2.|)(1+.|): 3+3i +g| +2i% _3+5i+2:(-1) _1+5i _1.5,
1-i (@-i)@+i) 1-i? 1-(-1) 2 2

1+i 1-i_ @+i) . Qi) _142i+i® 1-2i+i% _2+2i%

)15 1hi @@+ @-na+i) 1=z 1-i 1-i2

2+(-2) 0 0
o1l _1—(—1)_5_O
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¢) z=7—1i kompleks adadinin tors qiymatini tapaq.
5 1 1 17+i) 7+ 7+i 7+ 7 1

1t=== = —

z 7-i (7-1)(7+i) 49-i> 49+1 50 50 50i

d) (2+3i)-0,(3)=(2+3i)§=(2+3i)%=§+i

e) 1-2i) =1-4i+4i° =1-4i+4-(-1)=3-4i
Qeyd: i — nin istonilon natural {stlii qlivvetini hesablamaq olar. i —nin qilivvatini 4-5
boliib, bu qiivveti alinan qaliq ile avoz edirlor.

i =2 67 :4 =16 (qalq 3) oldugundan

i =i*=i"i=-1-i=-i

i =i’=1 i =i"=1 (20: 4 —qaliq 0)
i =it =i it =it =i (41:4 — qaliq 1)
i =it =-1 i =i*=-1 (50:4 — qaliq 2)
i =i = i®=i"=-1 (63:4 — qaliq 3)

Natica. i’ = -1 nozoro alinmagla kompleks adodlor iizerinda hesab omallori hoqiqi ododlor

tizorindo oldugu kimi aparilir.

Noatica. Monfi odadlordon kvadrat kok almaq tligiin v—a = +/ai sartini yerino yetirmak

lazimdir.

V=16 =+/16i% = +4i
J=32 = /3212 =/16-2i2 = +44/2 i
J=100 = +100i2 = +10i

Kompleks adadlarin handoasi tasviri

Hor bir z=a+bi kompleks adadi koordinat miistavisinin yegana (a; b) ndqtasing uygun
yA
galir.

z=a+bi —(ab) _
o] z=a+hi
R- kompleks adadin modulu
a - kompleks adodin arqumenti R=|

adlanir.

<V

OX oxu haqiqi ox a
OY oxu xoyali ox adlanir.

o (a;b) kompleks adadin dekart koordinatlari

. (R, a) kompleks adadin polyar koordinatlar1 adlanir.
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e Qosma kompleks adadlor OX oxuna nozoron simmetrik olur.

- A
2 =12 Y
b 'Z=a+Dhi
z-7=a’+b’ 2 :
E a 'X
2 i
-b Z=a-hi
Kompleks ddadin modulu
e R=+a’+b’ ododine z=a+bi kompleks ododinin modulu

l7|=R=a? +b?
z=a+bi —>|z|=\/m
z=a-bi -z =a? +b*
=z =22
|22, =[z] [z,

Z

Z,

_lz
12|

Kompleks adadin arqumenti

deyilir.

e Kompleks odado qarst qoyulan vektorun hoqiqi oxun miisbat istigamati ilo omalo

gotirdiyi bucaga kompleks ododin arqumenti deyilir.
a =arg(z) e[0;27)
Arqumentin tapilmasini har riib ii¢ilin ayrica arasdiragq.
I riibda

z=a+bi —(ab)
A

o AP Z

= o = arctg

:
a

v
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Il riibdo

z=-a+bi —(-ab)
A
2 g---mmmmmmmmeee ] b
! %
_a -
III riibdo
z=-a-bi —(-a-b)
@ agh
2] -b
IV riibdo

z=a-bhi — (a;-b)
A

N

v

Qeyd. a € R oldugda

l.z=a=a=0

Miisbot hoqiqi odadin arqumenti sifirdir.

2. l1=—a=>a=rx

Maonfi haqiqi adadin arqumenti

7 -dir.

3. z=Dhi :>oz:Z
2

Omsali miisbat olan xoyali ododin

= a = —arctg

:
a

= a =7 +arctg

= a =27 —arctg

g
a

g
a

v
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arqumenti Z _dir.

2 %
4. 7 =-bi :>a:3—”
2

Omsali manfi olan xayali adadin \42

<V

arqumenti 37” -dir.

5. 2 =0 odadinin arqumenti geyri- miioyyon, modulu is9 sifirdir.

Kompleks adadin triqgonometrik sokli

Y A
o] z=a+bi

R=|z]=+va%+b’
i a
! = JC0Sa =— —> a=Rcosa

R=|z] b R
sina:%—>b:Rsina

a ),

N a X
'
a

z=a+bi =Rcosa +iRsin o = R(cosa +isin &)

Z= R(COSa +isin a) yazilist kompleks adadin triqgonometrik sokli adlanir.

CoOSa = = X=Rcosa

X
R
sin @ = :%:y:Rsina

diisturlar1 noqtonin polyar koordinatlart malum oldugda onun Dekart koordinatlarin1 tapmaga
imkan verir.

® 7 = R(cosa—isin ), z=—-R(cosa +isin @), z=R(sin +icosa) v s. soklindo gdstorilon
kompleks adadlar trigonometrik sokildo yazilmamisdir.

Misal. z = —/3 +1 odadini triqgonometrik sokildo yazin.

Z7=-— 3+i:>{a

R=|z|=va®+b* =v3+1=2
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(a; b) = (— V3 ;1) IT riibdo yerlosdiyindon

1
r—arctg—==7r——=

V3 6

a = —arctg

1
4

5

z=R(cosa +isin a)= 2(cos%+isin Fj

Misal. z =3i odadini triqgonometrik sokilds yazin.
z=3i=0+3i

T 5w

6

R=+v0?+3*=3; z=3i kompleks adodi omsali miisbot olan xoyali ododdir. Onun

arqumenti % dir. Onda aliriq ki, 3i = 3(cos% +isin %J

Misal. z =5 oadadini trigonometrik sokilds yazin.

7=5+0-i = R=+5%+0%=5

Bu odod miisbot hoqiqi ododdir.Miisbat haqiqi odedin arqumenti sifirdir. Onda @ =0 vo

5="5(cos0+isin 0)

Misal. A(\/E —J2 ) ndqtasinin polyar koordinatlarini tapin.

R=\(V2) + (2] =va-2

05:27r—arctgE =27r—£:7—”
a 4 4

Ona goras da, A noqtasinin polyar koordinatlar (2; 777[} -dir.
Misal. A(?:; 2{) ndqtesinin Dekart koordinatlarini tapin.

X= RCOSa:3cosz—ﬂ:3-(—1j:—1,5
3 2

y = Rsin & = 3sin 2 _5 3 =153
3 2
Cavab: (~15;15v3)

Misal. z = 6(005377[ +isin 3%} adadini cobri sokilds yazin.

cosST” =c0s135° = cos(90 +45° ) = —sin 45° = —

V2
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sin 37” =sin135° = sin (90 + 45° ) = cos 45° = g
Onda

z :6(—%+%i]:—3\/§+3\/§i

Misal. z = —3(cos%+ isin %) kompleks adadin trigonometrik soklindo yazilist deyil.

Ciinki, modul monfi ola bilmoz. Ona gors do

VA . .. T T .. T
2:3(—005——|5|n—j:3 COS(ﬂ'——j—ISIn(ﬂ'——j =
6 6 6 6
57 .. 5x 57 .. 57
=3 cOS— —1iSin — | =3 coOS— +1SIn ——j =
{ 6 6} { 6 [ 6
( 57[] ( 57:)
=3/ cos| ——— |+isin| ——
{ 6 6

(Cevirma diisturlar1 vo kosinusun ciitliiyiine gors)

Misal. Hesablayn. (— J3- i)6 =7

Ovvalca trigonometrik sokilde yazaq, noqto A(— J3;-1)- dir.
R=yx*+y? = \/(—\/5)2 +(-17 =3+1=4=2

b‘
a = m +arctg|—
a

1
=r+arctlg—==7+—-=—

J3 6 6

Onda z = 2(cos7—” +isin 7—”)
6 6
Beloliklo, z° = 26(cos%” -6 +isin %” : 6) =64(cos 7z +isin 77) = 64(—1+0) = —64

Misal. —?{COS%—iSin %) adadini trigonometrik sokilda gostarin.

T .. T T .. T Ty .. T Az . . Ar
-3 cos——isin— |=3 —cos—+isin — |=3 cos| # —— |+isin| 7 —— | | =3 cOS— + 1SN —

5 5 5 5 5 5 5 5

Triqonometrik sokilds verilmis kompleks
ddadlar iizarinda amallor
z, =R (cose, +isin ) vo
z, =R,(cosa, +isin a,) odadlori verildikda
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1. Borabaorlik sorti
R

II. Toplanmasi va ¢ixilmasi

z, +2, = (R, cosa, +R, cosa, )+i(R, sin &, +R, sin ar,)

z, -2, =(R, cosa, —R, cosa, )+i(R, sin &, — R, sin ar,)
I11. Vurulmasi

7,-7, =R R,(cos(e, + 2, )+isin(e, + 2, ))
{ modullar vurulur

arqumentlor toplanir
IV. Boliinmosi
4 R cos(e, —a, ) +isin(e, —a, )
22 RZ
modullar boltnur
{ arqumentlor ¢ixilir
V. n —ci doracaden qlivvati
Z" =R"(cosne +isin na)
modulu n-ci doracadan qiivvats yiiksaldilir, arqumenti n-o vurulur.

V1. n-ci daracadan koki

Q/_zﬁ(cosa+n2ﬂk +isin a+2ﬂkj

n

k=0212,..,n-1
Qeyd: Xisusi halda, R =1 olduqda
(cosa +isin )" = cosna +isin na
dusturuna Muavr dusturu deyilir.

Misal. 2x* + x> —3 coxhadlisini xatti vuruqlarina ayirin.

2x* +x2-3=0 x> =t olsun
2t +t—-3=0
D=25
3
t1=1 tz:_E
, 3

x> =1l=x =1 x,=-1 x2=_2
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2x* +x* -3 = Z(X—l)(X+l)(X—i\Ej(x+i g]

Misal. Yiiksokdoracoli hoddinin amsali 5, koklori iso 1, 3+i vo 3—i olan on kigik

doracali tanliyi qurun.
5(x —1fx—3-i)x-3+i)=0
5(x ~1)(x—3)? =i?)=0
5(x—1)(x* —6x+9+1)=0 = 5(x—1)fx* —6x+10)=0 =
— 5x° —35x% +80x-50=0
Ibtidai funksiya

% Verilmis araligin biitin noqtolorinds F'(x)= f(x) boraborliyi 6denarsa, onda F(x)

*

funksiyasina homin araliqda f (X) funksiyasinin ibtidai funksiyasi deyilir.
Mosalon, a) sin’x=cosx oldugu iigiin F(x)=sinx funksiyast f(x)=cosx
funksiyasinin ibtidai funksiyasidir.
b) F(x)=3x* funksiyas: f(x)=12x> funksiyasinin ibtidai funksiasidir, giinki
F/(x)=(3x*) =12x° = (x)

C) F(X) =In (— X) funksiyasi (— oo;O) araliginda f (X) = % - in ibtidai funksiyasidir. Ciinki,

F ()= [n(-x) =—2+(x) =2

X

*

% Tutaq ki, F(X) funksiyas1 verilmis araliqda f(X) - in ibtidai funksiyasidir. Onda,
ixtiyari C — sabit adadi ti¢iin F(X)+C funksiyasi da f(x) - in ibtidai funksiyasidir. F(X)+C -

ya ibtidai funksiyalarin imumi sokli deyilir.
<> f(X) funksiyasinin istonilon 1ki ibtidai funksiyasindan birinin qrafiki digorinin

grafikindon OY oxu boyunca paralel kogiirmokls alinir.

% Hor bir kasilmoz funksiyanin ibtidai funksiyasi var.

*

Misal. f (X) = 2X funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin.
F(x)=x?
F(x)=x? +C, burada C = const
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Misal. f (X) = 2X funksiyasinin M (2;8) noqtosindon kegon ibtidai funksiyasini tapin.
F(x)=x*+C
22+C=8=4+C=8=C=4
Demali,
F(x)=x*+4
% Toromasina gors funksiyanin 6ziiniin tapilmast omali, yoni ibtidai funksiyanin tapilmasi

téromonin tapilmasinin tors omalidir. Bu omols inteqrallama omoli deyilir.

Qeyri- miiayyan inteqral
Verilmis f(x) funksiyasinin biitiin ibtidai funksiyalarmin timumi ifadesins onun qeyri-
mioyyen inteqrali deyilir vo J. x)dx kimi isars olunur. f( ) inteqralalt1 funksiya; f(X)dX-
inteqralalt1 ifado, X -0 iso inteqrallama doyisoni deyilir.
Torifo goro j f(x)dx = F(x)+C
.[2xdx =x*+C

Qeyri-miiayyan inteqralin asas xassalari

1) Qeyri-miioyyan inteqralin téromasi inteqralalti funksiyaya barabordir

U f(x)dx]/ = f(x)

2) Kosilmoz toromosi olan F(X) funksiyasinin téromosinin qeyri- miioyyan inteqrali onun
0ziindan sabit toplananla forglonir.

jF x)dx = F(x)+C
3) Sifirdan forgli sabit vurugu geyri-miioyyan inteqral isarasi xaricina ¢ixarmagq olar.

[ct(x)dx =C| f(x)x, burada C =0

4) Comin inteqral1 toplananlarin inteqrallar1 comino borabardir.

I[f (x)+ g(x)]dx = I f(x)dx + J. g(x)dx

gsas inteqrallar cadvali

1) jdx:x+C

2) [kdx=kx+C  (k vo C - sabitdir)

n+1

+C

X
3) | x"dx =
)-[ n+1
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_ (kx+b)™

4) [(kx+b)"dx =

) [ (kx+Db)"dx (s D) +C
a.X

5) [a*dx = C

)_[a X Ina+

6) Jédx:ln|x|+c
1 1
7) [—=—dx="Infkx+b|+C
kx+b = K
8) _[Xizdx:—%+c

9) Iexdx:ex +C
kx

e
10) [edx==-—+C
) | ”

11) _[sin Xdx=—-cosx+C

12) J'cos xdx =sin x+C

13) _[sin (ax+b)dx = —icos(ax +b)+C

14) _[cos(ax +b)dx = isin (ax+b)+C

15) J'tgxdx =—Inlcos x|+ C
16) _[ctgxdx =Infsin x|+ C

1
cos® x
1
sin ? x

dx
V1-x?
dx
. = arctgx+ C = —arcctgx+C
dx

Vx%*+a?

dx 1
22) sz — =2—a|n

17) _[ dx =tgx+C

18) _[ dx = —ctgx+C

=arcsin x+C =—arccosx+C

19) j

20) |

21) j

=In‘x+\/x2 +a?|+C

X—a
X+a

+C

dx 1
23) ja2 — =5

a+X
a—Xx

+C
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X
=arcsin — + C= —arccos +C

24)]\/7 -

25)_[ :larctgi+C:—£arcctg§+C
x*+a’ a a a a
Misallar:
5 5
a) I§X4dx:§-X—+C:X—+C
5 8
b) Iidx—§fx‘3d 3 x iCo-_4c
5x° 5 5 -3+1 10x?

¢ J’XSXdex=I(x+x—ijdx:jxdx+6.[x2dx=x—22—g+c

d) J'sin 2xdx = —%cos 2x+C

5x 5x X
e) j25de:1-2 iC=2 _4c=22 ,¢
512 5In 2 In 32
e)f : dX:I(7—3x)_5dx=—1-(7_3)()_4+C: 1 +C
(7-3x)° 3 -4 12(7 - 3x)"
z)jl+tg x)dx f dx_tgx+C

:lln|7x—2|+C
=

. /
9) J'tgxdx:.fSln X dx:j(_cosx) dx:—jd Incosx =—Incosx+C
COS X COS X

h) J.In—xd —_[Inx Lox= jlnx (In x) dx = jd(ln Xj_%ln2x+c

J-5|n2x ____J- c052x

) |tg2xdx =
) -[ g COS 2X

In|cos 2x+C

COS* d[smsj
i) Ictggdx I 3dx BI—X:BIn i §+C

3|n = sin —
3 3
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Dayisanin avazedilmasi iisulu ila

inteqralin hesablanmast
Bu {tisulla inteqrali hesablayarkon elo avozlomo se¢mok lazimdir ki, inteqrali daha asan

hsablamaq miimkiin olsun. Naticads avvalki doyigono qayitmaq lazimdir.

a) '[ ¥Yx+1dx inteqralin1 hesablayn.
¥x+1=t olsun. Onda (3\/x+1)3 =’ = x+1=t>= x=t* —1= dx = 3t°dt
3 2 3 t* 3.4
[3/x+1dx = [t-3t%dt = [3°dt=3-—-+C =>t* +C =
4 4
=%%/(x+1)3 A/x+1+C :%(x+1)3\/x+1+c
b) _[ xsin (xz)dx - i hesablayn.

x? =t olsun. Onda 2xdx = dt = xdx:%

_[sin tlt= l_[sin tdt= L cost +C = —lcos(x2)+ C
2 2 2 2
c) Isin ¥ xcosxdx - i tapi.
sin X =t olsun. Onda alinir ki, Sin X =t = cos xdx = dt
4
It3dt :t—+C :lsin4 X+C
4 4
d) Ixe‘xzdx
—x% =t olsun = —2xdx = dt = xdx = —%dt. Onda
[ xe™ax :I—letdt ~ Leic-teric
2 2 2

J- X2 +2X

——————dx -1hesablaym
x* +3x? +5 Y

x® +3x* +5 =1t qgobul edok. Baraborliyin hor iki torafini diferensiallayaq.
(3x? + 6x)dx = dit
3(x2 + 2x)dx = dt

(x2 + 2x)dx :% Onda

dt
2 dt
[ g [ 3~ Ihfec=Zife+2x? +8+C
x® +3x%+5 t 3 3
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Hissa - hissa inteqrallama diisturu
Tutaq ki, u(x)v(x)u’(x),v'(x) kesilmoz funksiyalardir. Onda judv =uv - J. vdu
barabarliyi dogrudur. Bu diistura hisse- hisso inteqrallama diisturu deyilir.
a) '[ xsin xdx - i hesablayn.

dv =sin xdx

U = X ovozlomasi gobul edok. Onda
du =dx

V =—CO0S X

_[xsin xdx=—xcosx—J‘—cosxdx:—xcosx+sin x+C

b) IX In xdx- i hesablayin

. 1
U=Inx iso du = =dx
X

X2
dv = xdx iso, V= >

Onda

2 2 2 2 2

len xdx=In x-X——jX—-de:ln x-X——J‘ﬁdx:In x-X———+C
2 2 2 2 2
C) Jln Xdx - i tapin.
Holli
1
u=Inx=du==-dx
X
dv=dx=>v=X

_[In xdx = xIn x—jx-idx=xln x—jdx=xln X—X+C
X

d) IXZ cos xdx - i tapin.

dv = cos xdx V =Sin X

u=x? du = 2xdx
=
_[xz cos xdx = x? sin x—_[sin X-2xdx = x? sin x—2_[xsin xdx = x?sin X+ 2Xcosx — 2sin X+ C ,

Burada

Ixsin Xdx=—-xcosx+sin x+C

e) _[arctgxdx - 1 hesablayin
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dx

us= arctgx} du =
=

1+x
dv = dx V= x
Onda
dx X
arctgxdx = xarctgx— | x - = Xarctgx— dx
I J J I 1+ x? J j1+ X’
ovvalca _[1 >-dx inteqralini tapag. x* =t ovazlomasi gobul edok. Onda
+ X
1
2xdx =dt = xdx:Edt
X o 1.1 . 1 1
I 2dx:_|'2 =—I dt=—|n|1+t|+C=—In‘1+x2‘+C
1+ X 1+t 27t+1 2 2

Bunu ovvalds yerino yazaq. Onda

Iarctgxdx = Xarctgx— % InfL+x*|+C alariq.

9) I arccos xdx - i hesablayin

1
U = arccos X du=-
=
dv = dx }

farccosxdx:arccosx-x—jx-{— 1 - de = xarccosx+I%dx
1-x 1-x

Axirincida 1—x* =t qobul edok vo her iki torafini diferensiallayaq. —2X =dt almar. Buradan

x:—ﬁ,onda
2

dt
xarccosx+j—— = xarccosx—%-Z\/f+C = xarccos X —+/1—x% +C

2.t

Miiayyan inteqral
Tutaq ki, f(x) funksiyast [a;b] parcasinda kosilmozdir. F(X) funksiyasi iso onun hor
hanst ibtidai funksiyasidir, yoni F’(x)= f(x). Onda F(b)—F(a) fargino f(x) funksiyasmnmn

b
[a; b] parcasinda miioyyon inteqrali deyilir vo bu inteqral j f (X)dx kimi isars olunur.

a

i f(x)dx = F(b)- F(a)

a — ya inteqralin agag1 sorhaddi, b- yo iso yuxari sarhaddi deyilir. Bu diistura Nyuton — Leybnis
dusturu deyilir,
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% Miioyyon inteqral ibtidai funksiyanin [a;b] parcasindaki artimidir. Miioyyon

inteqralin qiymotini hesablamaq iigiin

1) f (X) - in hor hansi F(X) ibtidai funksiyas1 tapilir.
2) bu ibtidai funksiyanin a va b ndqtolorindaki F(b) Vo F(a) giymatlori hesablanir
3) F(b)—F(a) forqi tapilir.

33

X

3 3 3
Misal:'[xzdx:? 3z A 8:B:61
2

3 3 3 3 3 3

2
Miiayyan inteqralin xassalori

1) Miioyyon inteqralin giymati inteqrallama doyisonindon asili deyil,
f(x)x= | (0ot = [ £(2)z
2) Inteqralin sorhadlori eyni oldugda inteqral sifira barabardir.

]i. f(x)dx =0

3) Miioyyan inteqralda asagi vo yuxari sorhadlorin yerini doyisdikde inteqralin isarosi

D ey T

oksina dayisir, yani

a

j. f(x)dx = —J. f (x)dx

b

b c b
4) Istonilon a, b va ¢ (a<c <b) dgiin I f(x)dx = I f (x)dx +J‘ f(x)dx dogrudur.

5) lstenilon C (C # 0) odadi {igiin sabit vurugu miioyyon inteqral isarasi xaricino

¢ixarmagq olar.

b b
ICf (x)dx = C_[ f(x)dx, burada C =0

a

6) Comin inteqrallar1 inteqrallarin comina borabordir.

T8 (6)+ 90~ 0)x = | (ks oo [ o)

a a
7) f(X) funksiyasi tok funksiya olarsa, istonilon a iigiin simmetrik parga iizro inteqrali
sifira borabordir.
a
J. f(x)dx =0
-a

8) f (x) funksiyasi ciit funksiya olarsa, istonilon a Ugun
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a

T f(x)dx = Zj f (x)dx

—a

e

C) J.de=lnx =lhe-Inl1=1-0=1
X
1

1

|

g)j dx :j dx |1:3_1_1
x2—6x+9 3(x-3% x-3, 2 3 6
2 %2 sin 5x
d)j—

4

1 dx =0, ¢linki, inteqralalt1 funksiya tok, inteqrallama sorhadlari iso simmetrikdir.
X+

-3
2
=4

2 2 2 2 2 2
2) J'xcosx+|x|dx = Ixcos XdX + I|x|dx =0+ 2j|x|dx = ijdx= 2~X?
_2 _2 -2 0 0 0

clnki, xcosx funksiyasi tok,

X| funksiyas: ciit, inteqrallama sorhadlori 1so simmetrikdir. Burada

7 va 8 — ci xassalor totbiq olunmusdur.

7
7

7
f) j‘XLZ X=JZX_5;7dX=£(1+L5jdXzJ:dXJrJZédx:x

+7In|x -5
X_

6 6

=(7-6)+7[In(7-5)-In(6-5)]=1+7(n2—In1)=1+7Ih 2=1+1In 128
oyrixatli trapesiyanin sahasi
[a; b] pargasinda kosilmoz vo monfi olmayan y = f (X) funksiyasi verilmisdir.
Miistovinin Y = f(X) oyrisi, absis oxu vo X =@, X =b diiz xatlori hiidudlanmig hissasino

oyrixatli trapesiya deyilir.

y
Sokildoki ayrixatli trapesiyanin A
b y=f(x)

sahosi S :J- f (x)dx kimi tapilir.

1) [a; b] pargasinda kosilmoz funksiya / >

. . 0 a b X
miisbot olmayan qiymatlor alirsa, (f (X) < 0) onda
uygun oyrixatli trapesiyanin sahosi Ty b
d
0




b

S:—If(x)dx voya S=

a

disturu ila hesablanir.

[a;b] parcasinda elo hissolora bolmok lazimdir ki, bu hissolords funksiya 0z isarosini sabit

2) [a;b] parcasinda koasilmoaz f(x) funksiyasi, miixtolif isaroli qiymatlor alirsa, onda

b

j f (x)dx

saxlasin. Sonra iso (1) diisturu bu hissolorin hor birinds uygun sahslori hesablamagq, alinan

naticalari toplamaq lazimdir.

A y
c b _
S=—If(x)dx+jf(x)dx y=1x
a C a
c b o % >
voya S=If(x)dx+J.f(x)dx 0 y c X
3) f,(x) vo f,(x) kesilmoz funksiyalarin
grafiklori, X =a vo X =b diiz xatlari ilo mohdud saha YA
(f,(x)= f,(x), xe[a;b] ise), onda y=fi(x)
b b
S =I f, (x)dx —j f,(x)dx
diisturu ilo hesablanmalidir. Umumi halda iso i y=f,(x) i
b | |
S = || f,(x)- f,(x)dx ' X
.69~ .00 T \

diisturu ilo hesablanir.

Misallar: 1) y = x*, y=0, x =3 xotlori ilo hiidudlanmus fiqurun sahasini tapin.

Holli
S =jix2dx=x—33 =2—37—%=9
0 0
2) y=cosXx, y=0, x=0 xatlori ilo
hiidudlanmis fiqurun sahasini tapin. “y
Holli 1

; (D
cosxdx=sin X =sin > —sin0=1 J_Z 0 k\
2 2 2

0

v

S =

O N | N

3) y=x* vo y =4 diiz xatti ilo hiidudlanmis fiqurun sahasini tapin.

y=X?vo y=4-don x* =4.0nda x=+2.
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=(32 +3-3—§]—[(—1)2 +3-(—1)—%j=(9+9—9)—(1—3+%)=9+2—§=11—§=1o5

-1

S= j(4—x2)dx:[4x—x—;j : :(4-2—2—;j—(4-(—2)—(_32)3J:16—5%:102

-2

4) y=x* -1 vo y = x—1 xotlori ilo hiiddudlanmis sahoni tapin.

Sorhadlori tapaq: x> —1=x-1=>x=0 x=1.

S :I(x—l—xz +1)1X=j(x‘xz)dxz(x_22_x_3

0

0

5) y=2x+3 diiz xotti vo y = x* parabolasi ilo hiidudlanmis fiqurun sahasini tapin.

v

Holli
[k 6nca kosisma ndqtolorinin absislerini tapagq. “y
x> =2x+3
x> -2x-3=0
X =3 X, =—1 3
3 2 3 3 3 3
Szj(2x+3—x2)dx: 2. % ax-X ] = xex-2 | = :
2 3 1 3 1 -1

1 1

2

6) y=x>-6x+8 parabolasi, Ox oxu, X =1, x =6 diiz xatlari ilo hiidudlanmis fiqurun

sahasini tapin.

absislorini tapagq.

x € [2;4] tigiin iso y < 0- dir. Ona géra do

S =

- C— N

. . . . .. A
Parabolanin absis oxu ilo kesisma ndqtalorinin y

x> —6x+8=0 E\
X =2 X, =4

Aydmdir ki, X e [J;Z]U[4;6] uciin y >0,

4

(x? —6x+8)dx—_|'(x2 —6x+8)dx+_6[(x2 —6x+8)ix =
4

2
3 2 3 4 3

X awaex | | 2 —ax?aex| 4| 2 —3x? +8x
3 . 3 , 3 A

8 1 64 8 216 64

6

=2 12+16-=+3-8-—+48-32+--12+16+-— 108+ 48— — + 4832 =
3 3 3 3 3 3

_103 55 _28_ g1
3 3 3

ok /
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Miiayyan inteqralin bazi tatbiqlori

¢ Oyrixatli trapesiyanin absis oxu atrafinda firlanmasindan alinan cismin hacmi

V= nj. f2(x)dx

a
diisturu ilo hesablanir.

% Cisim dayison qiivvonin tasiri ilo harakat etdikdo goriilon is

disturu il hesablanir.

% Sixhigt f (X) olan maddi ¢gubugun kiitlasi

disturu il hesablanir.

*

> S(X) perpendikulyar kasiyinin sahasina gora cismin hacmi

diisturu ilo hesablanir.
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Ehtimal nazariyyasi

1. Hadiss anlayis1
Toarif: Tocriibonin, sinagin, miisahidonin har bir naticasi elementar hadiso adlanir.

Torif: Smaq noticosindo bas veron elementar hadisolorin miioyyon ¢oxluguna tosadiifi

hadiso deyilir.
+¢ Hadisolor bas verib vermamasina gors 3 qrupa ayrilir:
Hadiso
/ v \
yaqin hadisa mumkun olmayan Tasadiifi hadiso
hadiso
Hoékmon bag bas vermayacaoyi bas verib vermayacoyi
veran hadiso ovvalcadon molum ovvalcadan bilinmayan
olan hadiso hadiso

I

mas: :
maos: mos.
1 zor atilir. 1 zor atilir

Hor hansi bir I zor aulur. 4 xalinm diis-

liziin diismosi 8 xalmun diis- hadicac
. mosi hadisosi mosi hadisesi
hadisasi

Uyusan v uyusmayan hadisslar.

uyusan Eyni zamanda bas vermosi

/ hadisalar — | miimkiin olan hadisolor

Hadisa

Eyni zamanda bas vermasi

Uyusmayan - ——=x 1 imkiin olmayan hadisolor
hadisalor

Misal (uyusan hadisa)

Domir pul va zar eyni anda atilir.

A hadisosi pulda gerb iiziiniin diigsmosi
B hadisasi zordos 2 xalinin diismasi

olarsa A vo B eyni anda bas vers bilor. Yoni A vo B uyusan hadisolordir.
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Misal (uyusmayan hadisa)

Bir zor atilir.

A hadisoasi 3 xalinin diismosi

B hadisosi 4 xalinin diismosi
olarsa, onda A vo B hadisalari eyni anda bas vera bilmoaz. Yoni A vo B uyusmayan hadisalordir.

Asili olan vo asili olmayan hadisalor

Tarif. A hadisosinin bas vermasi B hadisasinin bas vermosinag tasir edirsa, A vo B asili
olan hadisslor adlanir.

Moasalan, qutuda 3 ag, 5 gara sar var. Qutudan bir sar ¢ixarilib konara qoyulur. Yenidon
bir sar ¢ixarilir. Hor iki sarin eyni rangli olmasi hadisalori asili olan hadisalordir.

Tarif. A hadisasinin bag vermosi B hadisosinin bas vermoasing tasir etmirss, A vo B asili
olmayan hadisolor adlanir.

Moasalon, domir pul vo zor eyni anda atilir. Pulda xorito, zords iso 4 xalinin diismasi
hadisoalari asili olmayan hadisslordir.

¢+ Hadiso tigiin biitiin hallar va alverisli hallarin sayini arasdiragq.

biitlin hallarin say1 —n
olverisli hallarin sayt —m
olsun.
Misal. A hadisasi bir domir pul bir dofo atilan zaman xarits {iziniin diismasi olarsa,
Biitiin hallar ={xarito}; {soboko} ->n=2
Olverisli hallar ={xorito} »>m=1
Misal. B hadisasi bir zar bir dofs atilarkon ciit xalin diismosi olarsa,
Biitiin hallar = {L}; {2}; {3}; {4}; {5}; {6} > n=6
Olverisli hallar=> {2}; {4}, {6} >m =3

Misal. C hadisasi 2 zar atilarken qosa xal diismasi olsun.

Bitin hallar
Ly 2y By {4y By By
L2} {22} 32} {42} {52} {6:2)
L3} 123 (33} 43} 53 83} _ .
L4} {24} {34} {44} {54} {6:4
{5} {25} {35} {45} {55} {65}
{6} {26} {36} {46} {56} {6:6}

Olverisli hallar
{11} {2;2} {3:3} {4:4} {5;5} {6:6} > m=6
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Qeyd.

% 1 zor atildigda biitiin hallarin say1

m=6"=6
¢ 2 zor atildigda biitiin hallarin say1
m=6°=36
% 3 zor atildigda biitlin hallarin say1
m=6° =216

Qayda 1. Hor hansi bir K hadisasinin n dofa sinagdan kegirilmasi zaman1 miimkiin
hallarin say1 asagidak: disturla hesablanir: K"

Maosalon, zarin 3 dofs atilmasi halinda ne¢o miimkiin hal vardir? Zarin 6 {izii oldugundan

6° = 216 miimkiin hal vardir.

Qayda 2. Ogar birinci sinaqda K, hadisasi,ikinci sinagda K, hadisesi va iiglincii sinaqda
K, hadisasi varsa,miimkiin hallarin say1r K, -K, ----- K, olur.

Moasalon, Siz hofta sonu alig-veris magazasina getmok istoyirsiz, restoranda yemok yemok
istoyirsiz vo kinoya baxmagq istoyirsiz. Deyak ki, se¢imloriniz arasinda 3 alig-veris magazasi, 4
restoran vo 6 kino var. Bunlar1 nazors alaraq, hofto sonu neg¢o ciir miimkiin hal kombinasiyas1
var?  3-4.6 =72 mimkun hal

Qayda 3. n odadinin siralanmasinda miimkiin hallarin say1 belodir:
n!'=1.2-3-..-n

Masalon, tutaq ki, kitab rofino qoymagq tigiin Sizin 5 odad kitabiniz var. Bu kitablar rofo
nega iisulla qoyula bilor?

5/=1-2-3-4-5=120 mimkun hal var
Qayda 4. (Permutasiya) n ododdon X- in siralanmasinda miimkiin hallarin say1 belo

tapilir:

n!
P =
" (h—x)

Masalan, tutaq ki, Siz 5 kitabinizdan 3-niin rofde yerini doyismak istayirsiz. Bu kitablar
rofda neca ciir diiziilo bilor?

n! 5 120
" (h-x) (5-3F 2

Qayda 5. (Kombinezon) n adadin igindon X oadadin se¢ilmasindo miimkiin hallarin sayi

bu ciir hesablanir:

n!
C = =
“ X(n—x)

n
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Mosoalon, tutaq ki, kitab rofindo Sizin 5 kitabiniz var. Bu kitablardan oxumagq iigiin 3-nd
tosadiifon segmok istayirsiz. Kitablarin se¢ilmosinds ne¢a ciir miimkiin hal kombinasiyasi var?

c__nm _ 8 _ 120 _
" x(n-x) 3(5-3) 1.2.3.1.2

2. Ehtimal

Torif: (Klassik tarif) A hadisasi liclin olverigli hallar sayinin biitiin miimkiin hallar sayma

olan nisbatina A hadisasinin ehtimali deyilir vo P(A) ilo isars edilir.

Misal. Bir zor atilir. A hadisasi 4 — don boyiik xalin diismasi olsun. Bu hadisonin
ehtimalin1 hesablayin.

biitin hallar — {1} {2} {3} {4} {5} {6}=n=6

olverisli hallar — {5} {6}—) m=2
2_1
6 3

Misal. 10 noforlik sinifdo 4 olag1 sagird var. Tosadiifi ¢agrilan 3 sagirdin slagi olmasi
ehtimalini tap.

Batun hallar —,,C,

Olverisli hallar —,C,
m_ 4 1

Qeyd 1. A miimkiin olmayan hadiss iso
P(A)=0
Misal. ki zor atilir. Xallarin cominin 14 olmasi ehtimalim tapin (miimkiin olmayan

hadiso)

P=0
Qeyd 2. A yaqin hadiso iso
P(A)=1
Misal. Bir zar atilir. 7- don kigik xal diismasi hadisasinin ehtimalini tapin (yaqin hadisa).
P=1
Qeyd 3. A tosadiifi hadiso isa
0<P(A)<1
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Misal. Bir zar atilir. Ciit xalin diismasi ehtimalini tapin (tosadiifi hadiso).
biitiin hallarin say1 ->n==6

olverisli hallarin say1 ->m=3

3. Ehtimallarin toplanmas
Torif: A vo B hadisolorindon heg¢ olmazsa birinin bas vermasi hadisasino A vo B
hadisalorinin comi deyilir vo AU B kimi isars olunur.
Qayda 1: iki uyusmayan hadisonin cominin ehtimali, bu hadisolorin ehtimalar1 comina
borabordir:
P(AUB)=P(A)+P(B)

Misal. Zar atilir. 2 vo ya 5 xalinin diismasi ehtimalini tapin.

2 xalinin diismasi ehtimali P(A) = %
. 1 )
5 xalmin diismosi ehtimali P(B)= 5 oldugundan
P(AU B):l+l:l
6 6 3

Misal. Karandas qutusunda bir-birindon forqli rongdo 8 karandas var. Tosadiifon
gotiiriilon karandasin gdy vo ya yasil olmasi ehtimalini tapin.

gby olmasi ehtimali = P(A)= %

yasil olmasi ehtimali = P(B):% oldugundan

Qayda 2: 2 uyusan A vo B hadisalorinin cominin ehtimali asagidaki diisturla tapilir.
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A)- P(B)

Misal. Coxlu hadiyyalari olan lotoreya oyununda Adilin hadiyys udmasi ehtimali %;

Olinin hadiyys udmasi ehtimali iso % olarsa, onlardan he¢ olmazsa birinin hadiyys udmasi

ehtimalini tapin.

p(AuB)=141 1.1 _5*2-1 6 3
2’5 25 10 10 5

132



4. Ehtimallarin vurulmast
Torif: A vo B hadisolorinin eyni zamanda bas vermosi hadisosino A vo B hadisalorinin
hasili deyilir vo An B kimi isars olunur.
% Asili olmayan A vo B hadisolorinin ehtimali bu hadisolorin ehtimallar1 hasilina
barabardir.
P(AnB)=P(A)-P(B)
Misal. Bir domir pul vo zor eyni anda atilir. Pulda xarito vo zords ciit xalinin diismasi

ehtimalini tapin.

Pulda xarito Uziiniin diismoasi P(A)= % zordo ciit xalinin diigmosi P(B) = % = % onda,
P(An B)zl.l _1
2 2 4
Misal. 1 qutuda 2 ag 3 yasil, II qutuda 4 gdy 2 yasil sar var. Hor qutudan 1 sar goturalur.

Har 2- sinin yasil olmasi ehtimalin1 tapin.

I. qutudan yasil ¢ixmasi P(A) = g
2 1
II. qutudan yasil ¢ixmasi P(B) =573 onda
P(AnB)=>. 21
53 5

Toarif: A hadisosinin bas vermasi sorti ilo B hadisosinin ehtimalina sorti ehtimal deyilir vo
P.(B) ilo isaro edilir.

P(AnB)=P(A)-P,(B)

Misal. Parkda 10 sar1, 6 ag taksi var. Taksilor tosadiifi se¢ilib xidmato géndorilir. Parkdan
ovval bir taksi, bir az sonra ikinci taksi ¢ixdi. Cixan taksilorin hor ikisinin sar1 olmasi ehtimalini
tapin.

Ovval sari1 taksinin ¢ixmasi

P(A)= 10_5

16 8

Sonra parkda 9 sar1, 6 ag taks1 qaldigindan II taksinin da sar1 ¢ixmasi

9 3
P,(B)=—=—
W(B)=T2 =2
oldugundan diistura goro
P(AmB)=§.§=§
85 8
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Oks hadisalarin ehtimali

Sinaq naticesindo A; A,;...; A, hadisalorindon yalniz biri hokmen bas verarss, onda bu
hadisolor tam qrup toskil edir.

Torif: iki tam qrup toskil edon hadisolora oks hadisalor deyilir.

A hadisasinin oksi A ils isare edilir.

Qarsiliglt oks hadisolorin (tam qrup toskil edon hadisolorin) ehtimallari comi vahido

barabordir.

P(A)+P(A)=1

OLAVOLOR
Coxhadlilor
+¢+ Birhadlilarin cobri comina ¢oxhadli deyilir.

Masolon, 3x%y —5xy? + 2,5xy coxhadlidir. Burada 1- ci haddin emsal1 3, ikinci haddin
omsali (-5); tiglincli haddin amsal1 iso 2,5- dir.

Coxhadlinin (birhadlinin) maxracinds heg vaxt doyison olmur.
3x°y —5xy° + BLZ + 6 - coxhadli deyil
X

2x%y +10x%y* + 2x 'y +5 - coxhadli deyil
neN vsa,a,a,,.,a, €R olmagla

P(x)=ayx" +ax"" +a,x"? +..+a, (a, #0)

ifadesi n — dorocali ¢oxhadli (polinom) adlamir. Burada a,Xx"; a,Xx"™";...; a, ,%;; @, ifadolori
coxhadlinin hodlori; ay;a;;a,;...;a,,;a, omsallar;; n- ¢oxhodlinin doracosi; a, - yiiksok
doracali haddin amsali; @, - sorbast haddir.

Mosalon, P(x)=5x® —4x* +7x -3 goxhadlisi iigiin

5x3;—4x%:7x;—3 - ¢oxhodlinin hadleri; 5;—4;7;—3 ododlori coxhadlinin omsallar;; —3 iso
sarbast haddir. Verilmis ¢oxhadli kub daracali ¢oxhadlidir.

X/

> P(x)=a, (a, #0, a, € R) soklindo goxhadliys sabit ¢oxhadli deyilir.

Misal. P(x)=(3—m)x® +4nx +m+1 sabit goxhadli olarsa, P(1) qiymatini hesablayn.
Holli
P(x) sabit goxhadli olduguna géra
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{3 -m=0 {m =3
=
4n=0 n=0
Onda P(X) =m+1=3+1=4 vo doyisonin (X € R) ixtiyari qiymatindo
P(x)=4 = P(1)=4 olar

<> P(x) =0 ¢oxhadlisinos sifir coxhadli deyilir. Sifir coxhadlinin doracasi bilinmoz.

X/

> Coxhadlinin amsallari comini tapmaq lgiin doyisonin yerino 1, sorbost haddini
tapmagq ti¢ilin sifir yazilir.

P(X) coxhadlisinin ciit qiivvatli hadlorinin omsallar1 comi

~[P+P(-1)

diisturu ilo tapilir.

P(X) coxhadlisinin tok qiivvatli hadlorinin omsallar1 comi
%[P(l)— P(-1)] - dir.

Misallar.
1) P(x)=ax®—7x* —4x+5-b ¢oxhodlisinin sorbast hoddi 3, omsallart comi (-2)

olarsa, a+b comini tapin.
5-b=3=-b=3-5=>-b=-2=b=2
Pl)=—2=a-7-4+5-b=-2=a=6
Onda a+b=8.

2) P(X) = (X2 + X —1)2 —3X+ 2 c¢oxhadlisinin amsallar1 comini, sarbast haddi, ciit qiivvatli

hadlorin va tok qiivvatli hadlorin amsallar1 comini tapin.

Holli

P()={?+1-1f -3-1+2=1-3+2=0

P(0)=(0+0-1)"-3-0+2=1-0+2=3

P(-1)=(1? -1-1f -3.(-1)+2=1+3+2=6
Onda, amsallar comi P(1)=0

sorbost haddi P(0)=3

ciit qiivvatli hadlorin amsallar1 comi %[P(1)+ P(- 1)] =——=3

tok quivvetli hodlorin omsallar1 comi %[P(l)— P(- l)] = =-3
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X4 Iki ¢coxhadlinin bir- birino borabar olmasi {iciin onlarin eyni dorocali hodlorinin

*

omsallar1 borabar olmalidir.
Misal. P(x)=4x® —(m—-1)x* +8 vo Q(x)=nx® +5x? +k —1 goxhadlilori borabor olarsa,

m,n,k omsallarini tapin.

Holli
n=4 n=4
P(x)=Q(x)={-(m-1)=5 = {m=-4
k-1=38 k=9
<> Coxhadlini ¢goxhadliys bolmoak tiigiin asagidaki tisullardan istifads edilir.

1. Bucaq bolmasi (klassik iisul)
2. Horner Gsulu
3. Qeyri- miioyyon omsallar {isulu

1) Azalma dorocesine gors yazilmis iki ¢oxhadlinin bucaq bdlmasi tisulu ilo bir- birino

boliinmosi asagidaki ardicilliqla aparilir.
a) Boliinon ¢oxhadlinin birinci haddi bdlon ¢oxhadlinin birinci hoaddine boliinorak

qismatds yazilir.
b) Boéliinon ¢oxhadlidon gismatlo bolonin hasili ¢ixilir.

¢) Bu forq sifira borabar olarsa bolmo omoali dayandirilir. Oks halda bu amaliyyat yenidon
tokrar etdirilorok forqin doracasi bdlonin doracasindon asagi diigono qodor davam etdirilir.
b) x°-1 |x—1
~x°—x* |x4+x3+x2+x+1

a) x>+5x>—6x—6| x—2 x* -1
- x®—2x? x> +7x+8 “x*—x3
7x* —6x—6 x* -1
T 7x? —14x - xi-x?
8x—6 x? -1
“8x-16 - x2 =X
10 x—1
~x-1
0

X® +5x2 —6X—6 = (x— 2)(x? + 7x+8)+10
2) Coxhadlilori geyri- miioyyan amsallar iisulu ilo bolmok {i¢iin iki ¢coxhadlinin baraborlik

sortindon istifado olunur.
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Tutaq ki, P(x)=x®+x+1 ¢oxhadlisini Q(x)=x?+x+1 ¢oxhadlisino bolmak tolob
olunur. Q(x) bélen goxhadlisinin deracasi 2- dir. Béliinen P(X) - in 1so daracasi 3- diir. Ona gora

qaliq ¢oxhadlinin daracasi birden yiiksak ola bilmaz.
Ona goro,
X% +x+1=(x? + x+1)(ax+b)+(px+q)

Vo ya

x*+x+l=ax®+(@+b)x* +(a+b+px+(b+q)
Iki coxhadlinin boraberlik sortinden istifads etsok
x*| a=1
x| a+b=0
x'| a+tb+p=1
%°

b+q=1

Buradan a=1,b=-1, p =19 =2 alir. Belaliklo,
X+ x+1= (X% + X +1)x 1)+ x+2.
Misal. Tutag Ki, x*®+2x*+x+3 ¢oxhadlisini x* +X+2 ¢oxhodlisino bolmak tolob
olunur. Bolon ¢oxhadli ikidaracali oldugu iiciin, qaliq ¢oxhadlinin derocesi birden yliksok ola

bilmoz. Ona gors do
X +2X% + X +3 = (X + X+ 2 Ax+ B)+ Cx+ D

X% +2x% + Xx+3=Ax® + Bx> + AX* + BXx + 2Ax+ 2B +Cx+D

X2 +2x2 +x+3=Ax® +(A+B)X? +(2A+B+C)x+2B+D
iki ¢oxhadlinin borabarlik sortino goro
x*|A=1
iz g;f;zc |, A=LB=1C=-2D-1
«°

2B+D=3

bu qiymatlori ilk tonlikde yazaq. Onda
X3+ 2X% +X+3= (X2 +x+2)(x +1)— 2x+1
Bezu teoremi
<> P(X) ¢oxhadlisinin (X - a) ikihadlisino bodliinmosindon alinan qaliq P(X)
coxhadlisinin X = a nodqtosindoki gqiymotina borabordir. Bu teorem bélmo omoli aparmadan P(X)

coxhadlisinin (X - a) - ya boliinmasindan alinan qalig1 tapmaga imkan verir.
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Misal. P(x)=x* —4x® +3x+1 goxhadlisinin (x—2) - yo bolinmesindon alinan qaligi
tapin. X—2 =0 tonliyinin kokii olan X = 2 - ni ¢oxhadlids yerins yazagq.
P(2)=2*-4.22+3.2+1=7
Demoli, qaliq 7- dir.
%  P(x) goxhadlisinin (x —a) ikihadlisine qaligsiz boliinmosi iigiin a ododinin P(x)

¢oxhadlisinin kokii olmasi zaruri vo kafidir.

X/

<> Coxhadlisinin kokiinii tapmagq {i¢iin onu sifira barabar edib hall etmok lazimdir.
Misal. P(X) = x* —ax® —6 goxhodlisi (X —1)-9 qaligsiz olaraq boliiniirso, a ="?

Halli
x-1=0 =>x=1 Pl)=0 = 1*+a-1?-6=0 =a=5

<> P(X) coxhadlisinin (ax + b) - ya boliinmasindan alinan qaliq P(— gj - dir.

Misal. P(x)=4x®+6x* —2x+7 g¢oxhadlisinin (2x —1)-o bélinmosinden alman qahig

tapin.

2x-1=0 = x:1
2

3 2
(3 )-4(3) vol3] -2 5070
2 2 2 2

Misal. P(x)=x®-2x? —ax+6 ¢oxhadlisi (x+1)-0 qaligsiz béliiniirso, onda P(x)- in

Onda

(X — 2) - ya boliinmasindon alinan qalig1 tapin.

Sorto goro X+1=0=>x=-1 P(x) - in kokiidiir. Yoni P(~1)=0. Onda

(-1 -2(-1° -a(-1)+6=0 = a=-3
Bunu ¢oxhadlids yerino yazaq,
P(x)=x*-2x? +3x+6
olar. Onda, P(X) -in (X—Z) - yo boliinmasindon alinan qaliq P(Z) olur.
P(2)=2°-2-22+3.2+6=12

s Ogor ¢oxhadlinin birinin doracasi n, digorinin doracasi m olarsa, onda hasil m+n
daracali coxhadli olar.

¢ Hor bir cobri tonliyin he¢ olmasa bir haqiqi vo ya kompleks kokii var. Bu teorem
Qausun adr ilo baghdir.

%+ Cabri tonliyin koklarinin say1 onun daracasine borabardir.

+* n doracali ¢oxhadlinin an ¢oxu n miixtalif kokii ola bilar.
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+ Tam omsalli tonlikdo yiiksokdoracali haddin omsali vahid oldugda homin tonliyin
rasional koklori ancaq tam adadlor olur.
% Tam omsalli tonliyin tam koklori sarbast haddin bolenidir.

% 3 doracali ax® +bx? +cx+d =0 (a=0, a,b,c,d eR) tonliyi iigiin Viyet teoremi

X+ X, + X3 = b
1 2 3 a

C
X1 Xy + X X3 + XX =—
a

xl-xz-xsz—g

¢+ n doracali tonliyin koklari comi — — - ya, hasili isa
a

(-1)"- sorbast hadd

a
olur.
14 13 2 T -4 4
Mos: 5x —4x +3x° -10=0 Ucln X1+X2+---+X14:—?:g
X1‘X2'X3'---'X14:(_1)10’_?]-():_2
olar.

s Ogar X,Y,va Z doyisonlorindon asili olan ¢oxhadlinin biitiin hodlorinin daracalori eyni
olarsa, m olarsa, bu ¢oxhadliyo m doracali bircins ¢oxhadli deyilir.

s Ogor ¢oxhodlido doyigonlorin yerini istonilon gaydada doyisdikdo bu g¢oxhadliya
eyniliklo borabor olan ¢oxhadli alinarsa bu ¢oxhodliye simmetrik ¢oxhadli deyilir. Masalon,
x*y® + x%y? coxhadlisindo x iloy — i, y ilo x- i avoz edok. Onda y?x® + y*x* alinar. Demali, bu
¢oxhadli simmetrik ¢coxhadlidir.

Coxdayisanli xatti tanliklor sistemi

Bu tisulla sistem tonliklorin halli doyisonlarin ardicil yox edilmasi prinsipina asaslanir. Bu

halda verilmis sistem eynigiiclii ¢evrilmolorlo “licbucaq” formasina gotirilir.

X+y+z=4
3X+y+2z2=38
2X+Yy+2=5

Sistemin 1- ci tonliyini (-3)- o vurub, ikinci tonliklo torof- torofs toplasaq —2y —z=-4 vo ya
2y +2 =4 alanq.
Birinci tonliyi (-2) — yo vurub, {igiincii ilo torof- torofo toplasaq —y—-z=-3 vo ya

y +z =3 alarq.
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X+y+z=4
2y+z2=4
y+z=3

Bu sistemin 2- ci tonliyini [— %) -0 vurub, 3- cii ilo toplasaq, onda

X+y+z=4
2y+z2=4
z2=2
alinar. Buradan iso geriyo qayitmagla
z=2; y:4—;Z:4—;2:1; X=4-y-z=4-1-2=1

alariq. Belolikla, verilmis sistemin hoalli (1;1;2)- dir.

. .le o e e 3 .
Misal. « iti bucagi ii¢iin tgo = " olarsa, sin a,cosa va ctga - m1 tapin.

Holli

Molumdur ki, I riibds axtarilan funksiyalar miisbotdir.
¢ 3<: o garséindak: Katet=3
a =
g 4 o —Yya bitisik katet=4
Pifaqgor teoremino gors hipotenuzu tapaq

c®=3*+4*=25

c=5

Sin o = FapLI.JbI,D,aKBmet _ §
hipotenuz 5

4

CoOS¢ = —

5

4

ctga = —

g 3

e Trigonometrik funksiyalarin I ritbdo miiqayisasi:

0° < a < 45° olarsa

0 <sina <cosa
0<tga < ctga

45° < o < 90° olarsa

O0<cosa <sina
O<ctga <tga
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0° < <90° olarsa

0<sina<tga
0O<cosa < ctga

Triqgonometrik funksiyalar I riiba diismazsa, onda onu avvalca I riibdoki ekvivalenti ils avoz
etmok lazimdir.
a=sin125°, b =sin 35° vo ¢ =tg55° adodlorini miigayiso edok.
a =sin 125° = sin (180° —55° ) = sin 55°
b = sin 35°
¢ =tg55°
I riibdo sinx funksiyasi artan oldugundan
sin 35° <sin 55° => b <a
sin 55° < tg55° oldugundan
b<a<c alinr.

o Trigonometrik funksiyalarinin qiymoatlaorinin vahid ¢evrada miiqayisasi

AY AY
tgo

ctg xotti

sin ¢

-----=

0 > cosa| ciga X

tg xotti
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